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El concreto y el acero han sido materiales empleados durante el transcurso de la historia 
para construir la infraestructura de las ciudades. El avance tecnológico y las investigaciones 
en las propiedades de estos materiales han ido de la mano para representar el comporta-
miento estructural de vigas conformadas con el concreto y el acero. 
  
Elementos como las vigas en concreto reforzado con fibras cortas y refuerzo conven-
cional muestran un comportamiento dúctil que depende fundamentalmente de la cantidad 
de acero suministrado. A través de la modelación mediante los elementos finitos, varios 
investigadores han logrado simular la respuesta de estos elementos. En el presente trabajo 
se realiza la modelación numérica de vigas en concreto reforzado con barras de refuerzo 
longitudinal, transversal y fibras cortas. 
 
La modelación desarrollada mediante el programa comercial Ansys, ha sido aplicada en 
cuatro tipos de vigas, en las cuales se analiza el efecto de la fisuración, el esfuerzo de 
fluencia, el volumen de fibras y refuerzo superior utilizado en la respuesta estructural de 
vigas bajo un régimen de cargas por flexión. Las curvas de capacidad obtenidas han sido 
comparadas con los trabajos experimentales desarrollados por diferentes autores y extrapo-
ladas a otras respuestas modificando las propiedades de los materiales.  
 
Finalmente se presentan las conclusiones y recomendaciones para futuras investigacio-
nes utilizando la modelación por elementos finitos junto con una guía de modelación de 
vigas mediante el programa comercial Ansys como complemento académico para la unidad 
de Estructuras de la Facultad de Ingeniería de la Universidad Nacional de Colombia. 
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Análisis no lineal 
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Concrete and steel have been materials used along history to build the infrastructure of 
the cities. Technological progress and investigations about these materials’ properties have 
been joined for the representation of structural behavior of beams made of concrete and 
steel. 
 
Some elements like concrete reinforced beams with short fibers and conventional rebars 
show us a ductile behavior strongly related with the amount of the steel used. Through fi-
nite element modelings, several researchers have simulated the more approximate res-
ponses found in this elements. This document is about numeric modeling of reinforced con-
crete beams with longitudinal, transversal rebars and short fibers. 
 
The modeling carried out using the commercial program Ansys, has been apply in four 
different kinds of beams, analyzing the response of cracking, yield stress, volume of fibers 
and the top reinforcement used in the structural response from beams, bring under loads by 
bending. The capacity curves obtained have been compared with experimental works made 
by different authors and they have been extrapolated to another response modifying the 
materials’ properties. 
 
Finally, you will find some conclusions and recommendations required in future re-
searches using finite element modelings and a guide about modeling of beams using Ansys 
as an academic complement for the Structure Section of the Engineering Faculty of Nation-
al University of Colombia. 
 
Keywords: 
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Reinforced concrete beams 




© Pedro Augusto López  – Universidad Nacional de Colombia, 2012 
Índice 
 
Agradecimientos ............................................................................................................... 4 
Resumen ........................................................................................................................... 5 
Abstract ............................................................................................................................ 6 
Índice ................................................................................................................................ 7 
Lista de Figuras .............................................................................................................. 10 
Lista de Gráficos ............................................................................................................ 14 
Lista de Tablas ................................................................................................................ 16 
Capítulo 1 Introducción .................................................................................................. 17 
1.1. Motivación ..................................................................................................... 17 
1.2. Antecedentes .................................................................................................. 19 
1.3. Objetivos ........................................................................................................ 22 
1.4. Justificación.................................................................................................... 23 
1.5. Metodología ................................................................................................... 24 
1.6. Contenido del trabajo final de maestría ......................................................... 26 
Capítulo 2 Descripción de los materiales ....................................................................... 27 
2.1. Introducción ................................................................................................... 28 
2.2. Concreto ......................................................................................................... 28 
2.2.1. Comportamiento del material bajo estado de esfuerzos uniaxiales ........ 28 
2.2.2. Modelos de fisura.................................................................................... 30 
2.2.3. Modelos de fisuración en banda o modelos de fisura distribuida ........... 31 
2.2.4. Relación constitutiva del concreto a tensión uniaxial ............................. 33 
2.2.5. Relación constitutiva del concreto a compresión uniaxial ...................... 35 
2.2.6. Criterio de fractura de William & Warnke ............................................. 36 
2.3. Acero .............................................................................................................. 40 
2.3.1. Curva uniaxial del acero a tensión y compresión ................................... 40 
2.3.2. Modelos de plasticidad- (Modelo de von Mises).................................... 42 
2.4. Concreto con fibras cortas .............................................................................. 46 
2.4.1. Comportamiento del concreto fibro-reforzado ....................................... 46 
2.4.2. Representación del concreto fibro-reforzado mediante modelos 
elastoplásticos .............................................................................................................. 50 
2.4.3. Comportamiento elástico del concreto con fibras - Modelo de Huang .. 54 
Capítulo 3 Métodos de solución no lineal y ecuaciones constitutivas ........................... 59 
8  Simulación numérica de vigas HRFA 
 
© Pedro Augusto López  – Universidad Nacional de Colombia, 2012 
 
3.1. Introducción a la no linealidad ........................................................................ 59 
3.2. Análisis no lineal mediante el método de los elementos finitos ..................... 61 
3.2.1. Principio de los trabajos virtuales ............................................................ 63 
3.2.2. Vector de fuerzas residuales .................................................................... 65 
3.3. Método de Newton-Raphson .......................................................................... 66 
3.4. Ecuaciones constitutivas. ................................................................................ 67 
3.4.1. Ecuación constitutiva para el concreto simple ......................................... 68 
3.4.2. Ecuación constitutiva para el acero ......................................................... 72 
3.4.3. Ecuación constitutiva para el concreto reforzado .................................... 73 
3.5. Adherencia entre el concreto y el acero .......................................................... 75 
Capítulo 4 Simulación numérica de vigas en concreto reforzado con barras 
longitudinales, transversales y fibras cortas mediante el método de los elementos finitos. . 77 
4.1. Resumen de las simulaciones realizadas a través de los elementos finitos .... 78 
4.2. Vigas en concreto simple ................................................................................ 79 
4.2.1. Elementos finitos y discretización ........................................................... 80 
4.2.2. Geometría ................................................................................................ 81 
4.2.3. Materiales ................................................................................................ 82 
4.2.4. Condiciones de borde .............................................................................. 83 
4.2.5. Aplicación de cargas y análisis no lineal ................................................. 85 
4.2.6. Análisis de resultados .............................................................................. 86 
4.3. Vigas en concreto con refuerzo longitudinal y transversal ............................. 94 
4.3.1. Geometría ................................................................................................ 95 
4.3.2. Elementos finitos y discretización ........................................................... 97 
4.3.3. Comportamiento del concreto simple ...................................................... 98 
4.3.4. Comportamiento del acero ....................................................................... 99 
4.3.5. Descripción del refuerzo mediante constantes reales. ........................... 100 
4.3.6. Aplicación de cargas y análisis no lineal ............................................... 101 
4.3.7. Análisis de resultados ............................................................................ 101 
4.4. Vigas en concreto con fibras ......................................................................... 111 
4.4.1. Geometría y condiciones de contorno ................................................... 112 
4.4.2. Simulación numérica del modelo V1 .................................................... 113 
4.4.3. Aplicación de cargas y análisis de resultados ........................................ 114 
4.4.4. Simulación numérica del modelo V2 .................................................... 123 
4.4.5. Simulación numérica de los modelos V3, V4 y V5 ............................... 129 
4.5. Vigas en concreto con fibras cortas, refuerzo longitudinal y transversal ..... 135 
4.5.1. Geometría .............................................................................................. 136 
4.5.2. Comportamiento del concreto con fibras ............................................... 137 
4.5.3. Comportamiento del acero ..................................................................... 138 
4.5.4. Aplicación de cargas y análisis no lineal. .............................................. 139 
4.5.5. Análisis de resultados ............................................................................ 140 
4.6. Comparación de los resultados obtenidos de las vigas modeladas mediante el 
método de los elementos finitos ...................................................................................... 150 
Índice  9 
© Pedro Augusto López  – Universidad Nacional de Colombia, 2012 
 
Capítulo 5 Conclusiones y recomendaciones ............................................................... 155 
5.1. Conclusiones ................................................................................................ 155 
5.2. Recomendaciones ......................................................................................... 157 
Anexo1: Resultados analíticos. .................................................................................... 158 
Anexo2: Guía para la modelación de vigas a través del programa comercial Ansys 
V.12.1. ................................................................................................................................ 165 
Referencias ................................................................................................................... 166 
10  Simulación numérica de vigas HRFA 
 
 
© Pedro Augusto López  – Universidad Nacional de Colombia, 2012 
 
Lista de Figuras 
Figura 2.1. Curva típica esfuerzo-deformación a compresión y tensión en el concreto. 
(Bangash 1989) ..................................................................................................................... 28 
Figura 2.2. Modos de fractura: a) Modo I o de Abertura b) Modo II o de deslizamiento 
c) Modo III o de desgarre (Oller 2001) ................................................................................. 29 
Figura 2.3. Clasificación de los modelos numéricos de fisura (Graffe 2010). ............... 31 
Figura 2.4. Curva tensión-deformación con ablandamiento .......................................... 32 
Figura 2.5. Curva esfuerzo-deformación del concreto simple a tensión uniaxial .......... 33 
Figura 2.6. Curva de plasticidad concreto a compresión.(ANSYS 2009)...................... 35 
Figura 2.7. Superficie de falla de William (William & Warnke 1975). a) 
Comportamiento del concreto en estado biaxial b) Comportamiento del concreto en estado 
triaxial ................................................................................................................................... 36 
Figura 2.8. Curva típica esfuerzo-deformación uniaxial del acero A-36. (Valencia 
1997) ..................................................................................................................................... 41 
Figura 2.9. Ensayo a tracción. Comportamiento plástico. (Vieira Chaves 2009) .......... 42 
Figura 2.10. Modelos para la representación de la curva esfuerzo deformación del acero
 ............................................................................................................................................... 43 
Figura 2.11. Curva esfuerzo deformación idealizada para el acero.(Park 1991) ........... 44 
Figura 2.12. Criterio de fallo material. Dominio elástico del criterio de fluencia de von 
Mises para un estado tridimensional de esfuerzos: (a) vista general, (b) plano normal al eje 
hidrostático. (Linero 2009), Figura 7.6 ................................................................................. 45 
Figura 2.13. Curvas de capacidad  de vigas con fibras. a) Ensayo a flexión. b) Ensayo 
de compresión (Parte derecha superior). c) Ensayo de tracción (Parte derecha inferior). 
Adaptado de (Nuñez 2011) ................................................................................................... 46 
Figura 2.14. Relación tensión deformación a compresión(a) comportamiento de un 
HRFA(b) HRFA de alta resistencia con fibras con ganchos. (Balaguru 1992) .................... 47 
Figura 2.15. Comportamiento a tensión uniaxial.(Thomeé 2006) ................................. 48 
Figura 2.16. Comportamiento a tracción uniaxial a) Con bajo contenido de fibras b) 
contenido medio de fibras c) Alto contenido de fibras (Balaguru 1992) .............................. 49 
Lista de figuras   11 
© Pedro Augusto López  – Universidad Nacional de Colombia, 2012 
 
Figura 2.17. Redistribución de tensiones en una sección transversal de HRFA sujeta a 
flexo tracción (Kooiman 1998) ............................................................................................ 50 
Figura 2.18. Representación del comportamiento del concreto fibro-reforzado ........... 51 
Figura 2.19. Esquemas de los modelos de análisis (Nuñez 2011) ................................ 51 
Figura 2.20. Representación de la fisuración ficticia para describir la zona de 
ablandamiento del material. (Hillerborg et al. 1976) ........................................................... 52 
Figura 2.21. Ancho de fisura con el aporte de las fibras. .............................................. 53 
Figura 2.22. Descripción del comportamiento del HRFA (Huang 1995) ..................... 55 
Figura 2.23. Distribución de tensiones en la sección transversal (Huang 1995)........... 56 
Figura 2.24. Determinación de la armadura equivalente (Huang 1995) ....................... 57 
Figura 3.1. Ejemplo de no linealidad del material. ....................................................... 60 
Figura 3.2. Ejemplo de no linealidad cinemática. ......................................................... 60 
Figura 3.3. Ejemplo de no linealidad por contacto........................................................ 61 
Figura 3.4. Representación esquemática de dominio global y su subdivisión en 
dominios locales. a) sistema continuo, b) modelo discreto, c) elemento finito (Zienkiewicz 
1995) .................................................................................................................................... 62 
Figura 3.5. Representación gráfica de la fuerza residual para el caso lineal y no lineal. 
Tomado de (Herrera 2011) ................................................................................................... 65 
Figura 3.6. Representación gráfica del proceso iterativo de Newton-Raphson. ........... 67 
Figura 3.7. Ejes locales en un punto material. Primera fisura ....................................... 68 
Figura 3.8. Curva esfuerzo-deformación a tensión del concreto simple. ...................... 70 
Figura 3.9. Representación de la fisuración en dos planos ortogonales. ....................... 70 
Figura 3.10. Representación de la fisuración en tres planos ortogonales...................... 71 
Figura 3.11. Modelo de plasticidad unidimensional. Representación bilineal. ............. 73 
Figura 3.12. Orientación del refuerzo discreto en el elemento finito. ........................... 74 
Figura 3.13. Esfuerzos del acero en un elemento infinitesimal de barra lisa de refuerzo. 
(Penelis 1997) ...................................................................................................................... 75 
Figura 3.14. Modelo analítico propuesto por Ciampi Et Al para la adherencia. ........... 76 
Figura 4.1. Geometría de la viga en concreto ensayada por Özcan (2009). .................. 80 
Figura 4.2. Solid65 y Solid45– 3D (ANSYS 2009) ...................................................... 81 
Figura 4.3. Dimensión de la viga a flexión modelada (mm) ......................................... 81 
Figura 4.4. Simplificación geométrica de la viga (un cuarto de viga)  Sin escala. ....... 82 
Figura 4.5. Curva esfuerzo– deformación del concreto simple a tensión uniaxial. ...... 82 
Figura 4.6.Curva uniaxial esfuerzo-deformación del acero. ......................................... 83 
Figura 4.7. Restricciones de desplazamientos laterales en el cuarto de viga modelada. a) 
Vista en 3D b) Plano yz c) Plano xz ..................................................................................... 84 
Figura 4.8. Condiciones de apoyo. a) Sin rotación en apoyo. b) Con rotación en apoyo.
 .............................................................................................................................................. 84 
Figura 4.9. Condiciones de borde en las platinas de apoyo .......................................... 85 
Figura 4.10. Estados de esfuerzos en dirección x en Mpa. a) Representación en Ansys 
b) Curva esfuerzo-deformación en la mitad de la luz. (Caso de carga 2). ........................... 87 
Figura 4.11. Primeras fisuras al superar el rango elástico (Punto B). ........................... 89 
12  Simulación numérica de vigas HRFA 
 
© Pedro Augusto López  – Universidad Nacional de Colombia, 2012 
 
Figura 4.12. Evolución del esfuerzo en dirección x y fisuración en el elemento 940. ... 90 
Figura 4.13. Convención de la fisuración del concreto en el interior de los EF durante la 
aplicación de la carga en la viga. (EF 2415 asociado al punto de integración 2004). a) 
Ubicación en 3D del EF b) Lectura EF 2415 en Ansys c), d) y e) Esquema de la fisuración 
en los planos ortogonales del punto material f), g) y h) Representación del daño material en 
el EF i), j) y k) Esfuerzo principal que produce el plano de fisura. ...................................... 92 
Figura 4.14. Deformación última (Sin escala) y degradación de la viga para el último 
paso de carga (Punto C). ....................................................................................................... 94 
Figura 4.15. Viga en concreto simple con refuerzo inferior. (a) sección transversal (b) 
relación uniaxial σ-ε para el acero (c) curva esfuerzo-deformación del concreto a 
compresión uniaxial (Özcan et al. 2009) .............................................................................. 95 
Figura 4.16. Distribución del refuerzo (en mm).a) Longitud de la viga modelada b) 
Detallado del refuerzo en el cuarto de viga ........................................................................... 96 
Figura 4.17. Distribución del refuerzo en la simplificación geométrica del modelo. .... 96 
Figura 4.18. Elemento finito LINK8-3D para la modelación del acero. ........................ 97 
Figura 4.19. Rotación en los elementos finitos tipo barra. ............................................. 98 
Figura 4.20. Curva multilineal ζ-ε del concreto a compresión. ..................................... 98 
Figura 4.21. Curva bilineal ζ-ε del acero ..................................................................... 100 
Figura 4.22. Asignación de cuantías de refuerzo en el modelo numérico ................... 100 
Figura 4.23. Tipos de fisura en el modelo numérico a) Fisuras por flexión b) Fisuras 
por esfuerzos de compresión c) fisuras por cortante. .......................................................... 104 
Figura 4.24. Numeración de flejes a cortante ............................................................... 105 
Figura 4.25. Viga con entalla en el centro de la luz. a) Geometría de la probeta  b) 
Montaje de la probeta EN14651 (2005) .............................................................................. 111 
Figura 4.26. Características de los modelos experimentales de vigas entalladas. 
EN14651. ............................................................................................................................ 112 
Figura 4.27. Geometría del modelo numérico. (a) Condiciones de contorno de la viga 
modelada (b) Densidad de la malla de EF. (c) Detalle de la entalla de 25x5 cm. .............. 112 
Figura 4.28. Representación del comportamiento del hormigón reforzado con fibras. 
(tomado de Huang, 1995) .................................................................................................... 113 
Figura 4.29. Distribución del refuerzo equivalente en los ejes locales del SOLID65. 114 
Figura 4.30. Aplicación de cargas por desplazamientos en la viga entallada .............. 115 
Figura 4.31. Estado de fisuración para el modelo experimental y por elementos finitos
 ............................................................................................................................................. 118 
Figura 4.32.Viga con entalla sometida a carga puntual. Condición deformada. Último 
paso de carga (en mm). ....................................................................................................... 118 
Figura 4.33. Viga con entalla sometida a carga puntual. Estado de esfuerzos máximos. 
(Pasos de carga 2, 4, 6, 8, 10, 12 y 14) ............................................................................... 119 
Figura 4.34. Viga con entalla sometida a carga puntual. Esfuerzos mínimos. (Pasos de 
carga 2, 4, 6, 8, 10, 12 y 14). ............................................................................................... 120 
Figura 4.35. Viga con entalla sometida a carga puntual. Estado de deformaciones. ... 121 
Lista de figuras   13 
© Pedro Augusto López  – Universidad Nacional de Colombia, 2012 
 
Figura 4.36. Viga con entalla sometida a carga puntual. a) Condición final de la viga. b) 
Variación de esfuerzos por compresión en fibras superiores. ............................................ 122 
Figura 4.37. Viga con entalla sometida a carga puntual. Estado de esfuerzos máximos. 
(Pasos de carga 2, 4, 6, 8, 10, 12 y 14)............................................................................... 125 
Figura 4.38.Viga con entalla sometida a carga puntual. Estado de esfuerzos mínimos 
(Pasos de carga 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14 y 16)......................................................................... 126 
Figura 4.39. Viga con entalla sometida a carga puntual. Evolución de las 
deformaciones en x (Pasos de carga 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14 y 16). ....................................... 127 
Figura 4.40. Condición final de la viga entallada de 157 kg/m
3
. Estado del concreto 
fisurado en el último paso de carga. ................................................................................... 128 
Figura 4.41. Condiciones geométricas y estado de cargas de las probetas entalladas. 
(Tomado de Núñez)............................................................................................................ 129 
Figura 4.42. Simplificación geométrica con la discretización de la viga entallada. ... 129 
Figura 4.43. Evolución de las deformaciones en x, último paso de carga a) Viga con 
dosis 60 kg/m
3. 
b) Viga con dosis 50 kg/m
3
 y c) Viga con dosis 40 kg/m
3
........................ 133 





b) Viga con dosis 50 kg/m
3
. c) Viga con dosis 40 kg/m
3
 ......................... 133 
Figura 4.45. Viga en concreto con refuerzo inferior y fibras. (a) sección transversal (b) 
relación uniaxial σ-ε para el acero (c) apariencia de las fibras cortas (Özcan et al. 2009). 135 
Figura 4.46. Distribución del refuerzo en la viga modelada. (En mm) ....................... 136 
Figura 4.47. Configuración espacial del refuerzo en el modelo por elementos finitos.
 ............................................................................................................................................ 137 
Figura 4.48. Estado de deformaciones εxx en la viga con fibras. ................................. 144 
Figura 4.49. Evolución estado de deformaciones εxx en la viga con fibras (Pasos de 
carga 21, 24, 27 y 31) ......................................................................................................... 145 
Figura 4.50. Deflexión en la viga para el último paso de carga (en mm). .................. 145 
Figura 4.51. Viga sometida a flexión pura .Evolución de esfuerzos en x, .................. 146 
Figura 4.52. Viga sometida a flexión pura. Evolución de esfuerzos en x. .................. 147 
Figura 4.53. Viga sometida a flexión pura. Evolución de esfuerzos mínimos. (Pasos de 
carga 2, 5, 8 y 10). .............................................................................................................. 147 
Figura 4.54. Viga sometida a flexión pura. Evolución de esfuerzos mínimos ............ 148 
Figura 4.55. Estado final de la viga. a) En el ensayo Experimental b) En el modelo por 
elementos finitos (PUNTO D) ........................................................................................... 149 
Figura 4.56. Evolución de la fisuración en vigas en concreto reforzado (a) sin fibras (b) 
con fibras (ρ = 0.38%) (paso de carga 3) ........................................................................... 151 
Figura 4.57. Evolución de la fisuración en vigas en concreto reforzado (a) sin fibras b) 
con fibras (ρ = 0.38%) (Pasos de carga  4, 5, 6, 9 y 12) .................................................... 152 
Figura 4.58. Evolución de la fisuración en vigas en concreto reforzado (a) sin fibras. b) 
con fibras (ρ = 0.38%). (Pasos de carga 15, 18, 21, 24, 27 y 30) ...................................... 153 
 
14  Simulación numérica de vigas HRFA 
 
 
© Pedro Augusto López  – Universidad Nacional de Colombia, 2012 
Lista de Gráficos 
Gráfica 4.1. Control de desplazamiento aplicado en la platina de carga. ...................... 86 
Gráfica 4.2. Curva de respuesta de la viga en concreto simple. ..................................... 87 
Gráfica 4.3. Evolución de los esfuerzos durante la aplicación de la carga en la viga. (EF 
2415 asociado al punto de integración 2004)........................................................................ 91 
Gráfica 4.4. Control de desplazamientos en la platina de carga. ................................. 101 
Gráfica 4.5. Curva de capacidad viga con refuerzo convencional. a) Comportamiento 
elástico b) comportamiento inelástico. ................................................................................ 102 
Gráfica 4.6. Esfuerzos uniaxiales en las barras a tensión (MPa). ................................ 103 
Gráfica 4.7. Estado de esfuerzos en refuerzo transversal ............................................. 106 
Gráfica 4.8. Diagrama de esfuerzos axiales en la sección transversal de la viga. a) Zona 
elástica, b) Zona elástica con agrietamiento, c) Zona inelástica ......................................... 107 
Gráfica 4.9. Curvas de capacidad para diferentes cuantías de refuerzo inferior. ......... 109 
Gráfica 4.10. Curva de capacidad por elementos finitos vs ensayo experimental. ...... 115 
Gráfica 4.11. Curva de capacidad a partir de la modificación de los parámetros de 
resistencia. (1) Ensayo experimental Bencardino, 2009. 2) Modelación por Elementos 
Finitos.................................................................................................................................. 116 
Gráfica 4.12. Curva de capacidad viga entallada con dosis de 157 kg/m
3
. 1) Ensayo 
experimental Bencardino, 2009. 2) Modelación por elementos finitos. ............................. 124 
Gráfica 4.13. Curva de capacidad viga con dosis de 60 kg/m
3
. Ensayo experimental 
Núñez, 2011 y modelación por elementos finitos. .............................................................. 130 
Gráfica 4.14. Curva de capacidad viga con dosis de 50 kg/m
3
. Ensayo experimental 
Núñez, 2011. Modelación por elementos finitos. ............................................................... 131 
Gráfica 4.15. Curva de capacidad viga con dosis de 40 kg/m
3
. Ensayo experimental 
Núñez, 2011 y Modelación por elementos finitos. ............................................................. 131 
Gráfica 4.16. Curva esfuerzo-deformación del acero (Gomez Cassab 2006) .............. 139 
Gráfica 4.17. Desplazamientos aplicados en la platina superior en cada paso de carga.
 ............................................................................................................................................. 139 
Gráfica 4.18. Curva de capacidad viga con refuerzo longitudinal, transversal y fibras 
cortas. .................................................................................................................................. 140 
Gráfica 4.19. Evolución de los esfuerzos en el refuerzo longitudinal durante la 
aplicación de la carga. ......................................................................................................... 142 
Gráfica 4.20.  Viga sometida a cargas en los tercios de la luz. a) Curvas de capacidad. 
b) Evolución de esfuerzos en las barras longitudinales durante el proceso de carga. ......... 143 
Introducción   15 
© Pedro Augusto López  – Universidad Nacional de Colombia, 2012 
 
Gráfica 4.21. Comparación curvas de capacidad de las vigas modeladas .................. 150 
 
16  Simulación numérica de vigas HRFA 
© Pedro Augusto López  – Universidad Nacional de Colombia, 2012 
 
 
Lista de Tablas 
Tabla 1: Resumen de los modelos numéricos realizados en Ansys. .............................. 25 
Tabla 2: Modelos de comportamiento existentes para el HRFA. Adaptado de Núñez 
(2011) .................................................................................................................................... 54 
Tabla 3: Comparación entre la carga de fisuración del modelo analítico y por elementos 
finitos. ................................................................................................................................... 88 
Tabla 4: Puntos de la curva a compresión uniaxial del concreto simple. ....................... 99 
Tabla 5: Área equivalente de refuerzo.......................................................................... 101 
Tabla 6: Comparación puntos de referencia en el modelo analítico y numérico. ........ 104 
Tabla 7: Equivalencia a tensión del concreto con fibras. ............................................. 117 
Tabla 8: Comparación de los resultados experimentales y por elementos finitos. Viga 
con fibras ............................................................................................................................. 117 
Tabla 9. Resultados del ensayo en laboratorio y por elementos finitos ....................... 124 
Tabla 10. Capacidad de carga para las vigas con dosis de 40, 50 y 60 kg/m
3
.............. 132 
Tabla 11: Puntos de la curva a compresión uniaxial del concreto con fibras............... 138 
Tabla 12: Comparación resultados por elementos finitos, cálculos analíticos y ensayo 
experimental. ....................................................................................................................... 141 
 
Introducción   17 
© Pedro Augusto López  – Universidad Nacional de Colombia, 2012 
 
 
Capítulo 1                                                                                                                                                                
Introducción 
Este capítulo tiene como fin ofrecer al lector un esquema general del problema abordado 
en la investigación, que motivó a realizar la modelación de vigas mediante el método de los 
elementos finitos (MEF). La descripción tratada en este documento parte de los anteceden-
tes encontrados en la literatura y sus alcances, y permite definir claramente los objetivos 
generales y específicos. De este modo, la metodología presentada y la síntesis del conteni-
do de cada uno de los capítulos del escrito complementan el marco general de la investiga-
ción. 
1.1. Motivación 
La tecnología del concreto reforzado ha sido empleada extensamente en la construcción 
de obras de ingeniería, como es el caso de edificios, túneles, puentes, estructuras hidráuli-
cas, pisos industriales, entre otras. 
 
De la misma manera, elementos como las fibras cortas de acero, han sido utilizadas 
desde inicio del siglo XX como complemento del concreto simple, mejorando la resistencia 
a tracción de este material cementante. La presencia de estas fibras, distribuidas de manera 
homogénea dentro del hormigón, constituyen una micro-armadura la cual contrarresta el 
fenómeno de fisuración por retracción, además de conferir al concreto ductilidad, gran te-
nacidad (toughness) y soportar altos niveles de tracción. 
 
Sin embargo, no son comunes los ensayos de tensión directa en el concreto fibro-
reforzado, debido a la baja resistencia a tracción suministrada por el concreto, razón por la 
cual, la evaluación de las propiedades del material compuesto se efectúan indirectamente 
mediante pruebas de flexión en vigas entalladas. 
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La medición de la resistencia del concreto con fibras metálicas, definida para diferentes 
cuantías volumétricas, requiere de numerosos ensayos de laboratorio que representen las 
condiciones particulares de cada dosis, a pesar de que el ensayo a flexo tracción es estándar 
con respecto al sistema de cargas aplicado y la geometría de las vigas entalladas. No obs-
tante, mediante la modelación numérica se logran obtener resultados similares, sin necesi-
dad de incrementar los costos en materiales y el tiempo utilizado en laboratorio. 
 
Así mismo, las vigas reforzadas longitudinal y transversalmente, son diseñadas en mu-
chos casos siguiendo tanto los procedimientos simplificados basados en los resultados de 
laboratorio, como las metodologías elásticas representadas mediante expresiones analíticas.  
 
En el primer caso, el comportamiento de las vigas se basa en la medición de la resisten-
cia de los materiales que conforman el elemento estructural, como en el concreto simple, a 
través de la resistencia a compresión y en el caso del acero estructural con el límite de 
fluencia. La segunda metodología basada en la resistencia de materiales y la teoría elástica 
de Hooke (s. XVIII) describe los procedimientos de diseño a partir de la compatibilidad de 
deformaciones y la linealidad entre el esfuerzo y la deformación existente entre el concreto 
y el acero de refuerzo. Así mismo factores de reducción que modifican la resistencia esti-
mada de los materiales, son implementados en las ecuaciones de diseño estructural, ya que 
al ser estas últimas expresiones analíticas aproximadas, carecen de precisión respecto a la 
resistencia real de los materiales que conforman el elemento estructural. 
 
Aunque los métodos tradicionales son adecuados para el diseño convencional de vigas 
en concreto reforzado, estos métodos consideran únicamente el comportamiento elástico de 
los materiales. Sin embargo, la presencia de diferentes tipos de refuerzo de acero en vigas 
muestra una respuesta estructural dúctil después del rango elástico. 
 
La simulación de vigas mediante el método de los elementos finitos en el rango inelásti-
co, no es una técnica desarrollada comúnmente en las asignaturas de los programas de pre-
grado y postgrado, o en las empresas de diseño estructural de nuestro país. Por esta razón, 
describir la metodología y la interpretación de los resultados de vigas reforzadas a flexión 
pura, abre un nuevo campo de aplicación de la modelación por elementos finitos, el cual se 
puede enfatizar en el fortalecimiento de la simulación computacional de este tipo de ele-
mentos. 
 
El comportamiento no lineal del concreto reforzado se representa a través de la no linea-
lidad de sus materiales. En particular, en el concreto fibro-reforzado debido a la compleji-
dad de la naturaleza compuesta del material, han sido desarrolladas numerosas investiga-
ciones en los últimos años (Serna 1984, Balaguru 1992, Hannant 1978, Huang 1995).  
Aunque existen modelos constitutivos para materiales que describen el comportamiento 
no lineal de las estructuras de concreto reforzado, tales como los modelos de daño-
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plasticidad, la mecánica de fractura o la teoría de daño descrita por Kachanov, en realidad 
un modelo único está aún por desarrollarse. 
1.2. Antecedentes 
La investigación en modelación numérica de vigas en concreto reforzado ha sido refle-
jada extensamente en la literatura (Bangash 1989, Padmarajaiah & Ramaswamy 2002, 
Wolansky 2004), entre otros. El desarrollo de los modelos constitutivos que describen el 
comportamiento de los materiales y la solución no lineal del problema físico, son insumos 
que permiten obtener resultados numéricos bastante aproximados con respecto a los ensa-
yos de laboratorio. 
 
El comportamiento no lineal del concreto simple se presenta debido al proceso de fisu-
ración del material bajo esfuerzos de tensión. Algunos autores (Guinea 1990, Bažant 2002, 
Salinas 2011) han estudiado el efecto de la degradación del concreto por esfuerzos tensio-
nantes. En todos los estudios, el comportamiento de la zona fisurada es definida a partir de 
las propiedades intrínsecas del material, como la energía de fractura y el esfuerzo de rotura 
del concreto. 
 
Una alternativa en la modelación numérica del proceso de fisura del concreto consiste 
en representar el efecto cohesivo del material fracturado, mediante el uso de elementos fini-
tos tipo resorte (Graffe 2010). En este caso, los resultados obtenidos de forma numérica se 
acercan a la respuesta real de los elementos fisurados. 
 
Las investigaciones sobre los modelos de daño del concreto simple y su simulación 
numérica también han sido presentadas por Herrera (2011), quien sintetiza el estado del arte 
sobre los modelos existentes y su implementación en un programa de elementos finitos 
considerando la no linealidad del material. Los resultados presentados en este documento 
muestran que el modelo constitutivo implementado con umbral diferenciado a tracción y 
compresión, permite describir el comportamiento general del concreto para estados de es-
fuerzos posteriores al régimen elástico. Sin embargo, debido a la baja resistencia del con-
creto a tensión y a la experimentación de vigas con características dúctiles brindadas por el 
acero de refuerzo, el desarrollo de modelos numéricos en vigas reforzadas ha sido igual-
mente presentado en las investigaciones científicas. 
 
La modelación numérica de vigas reforzadas a través de los elementos finitos ha sido 
estudiada por la sociedad científica desde los 80’s (ASCE 1982), incluyendo las relaciones 
constitutivas, modelos de adherencia acero-concreto, criterios de falla material y tecnología 
del elemento finito. 
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Actualmente algunos programas de computador cuentan con elementos finitos y mode-
los constitutivos especiales para describir el comportamiento no lineal del concreto reforza-
do, entre los cuales se destacan Ansys, Dynapcon, Atena Cervenka. 
 
La modelación de vigas en concreto reforzado y pre-esforzado también ha sido desarro-
llada a través de los elementos finitos (Wolansky 2004). El comportamiento no lineal de las 
vigas se presenta considerando para la simulación del concreto y el acero el uso de elemen-
tos lineales y volumétricos del programa comercial Ansys. 
 
En las propiedades de los materiales, al hablar de la no linealidad del concreto y el ace-
ro, la elección de los modelos constitutivos que se utilicen para describir el comportamiento 
no lineal de los materiales, influye en la respuesta estructural de las vigas reforzadas 
(Barbosa 1998). Las vigas analizadas por el autor bajo una carga distribuida, muestran que 
dependiendo del modelo constitutivo implementado, la capacidad de carga y las deflexiones 
de los resultados numéricos difieren con respecto a los resultados obtenidos de manera ex-
perimental. 
 
Mediante la modelación por elementos finitos han sido estudiados otros aspectos como 
la influencia del refuerzo longitudinal en la respuesta a flexión de vigas reforzadas 
(Saifullah 2011) y el aumento en la capacidad de carga de las vigas que incluyen platinas 
prefabricadas en las fibras inferiores de su sección transversal (Büyükkaragöz 2010). Con 
respecto al aporte dúctil del acero a tensión mediante platinas o barras de refuerzo, los re-
sultados encontrados muestran el incremento en la capacidad de carga y la similitud entre 
los resultados numéricos y experimentales. Los antecedentes presentados hasta el momento 
han sido basados únicamente en la modelación de vigas bajo un estado de cargas por 
flexión. La versatilidad en los programas por elementos finitos muestra que realmente se 
pueden presentar diferentes investigaciones en vigas reforzadas para un estado particular de 
carga. 
 
Finalmente en la búsqueda de referencias bibliográficas sobre vigas reforzadas, uno de 
los aportes investigativos en la Universidad Nacional de Colombia se realizó sobre la in-
fluencia del comportamiento no lineal del concreto reforzado en vigas prismáticas (Gomez 
Cassab 2006, Osorio B 2006). En ésta investigación, la influencia de la no linealidad del 
material en deflexiones de vigas en concreto reforzado es realizada por medio del programa 
comercial Ansys. La modelación numérica considera la interacción entre el acero y el hor-
migón a través de un elemento finito especial, obteniendo resultados interesantes con res-
pecto a vigas ensayadas en el laboratorio. 
 
Los antecedentes sintetizados a continuación incluyen el aporte de las fibras cortas en el 
concreto simple. De igual forma, se presentan algunos de los resultados desarrollados de 
manera experimental y mediante el uso de los elementos finitos. 
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Entre las múltiples ventajas de las fibras metálicas en el concreto, se destacan su incre-
mento en la capacidad a flexo-tracción así como el aumento en el esfuerzo limite de fisura-
ción del material compuesto (Campione & Letizia Mangiavillano 2008). Los resultados 
obtenidos mediante ensayos sobre vigas a flexión muestran el aporte dúctil del concreto 
fibro-reforzado en la respuesta estructural del elemento. Sin embargo, a pesar de presentar 
un aumento cohesivo del concreto y un incremento en las cargas flexionantes, la presencia 
de un mayor porcentaje de fibras de acero en el concreto también muestra la perdida de 
trabajabilidad del material y un aumento no significativo en su resistencia a compresión 
(Corcino 2007). 
 
Con respecto a la modelación numérica de vigas en concreto con fibras cortas de acero, 
una amplia investigación en su comportamiento a flexión  ha sido presentada en los últimos 
años. A continuación se presentan algunos de los registros bibliográficos con sus principa-
les aportes: 
 
 (Hartman 1999): Desarrolla modelos experimentales en vigas en concreto refor-




 encontrando un in-
cremento óptimo en la resistencia última y las máximas cargas aplicadas para la 




 (Kachlakev 2001): El trabajo desarrollado por el instituto de transporte de Ore-
gon, muestra el efecto de las fibras de polipropileno en la propagación de fisuras 
en especímenes bajo fuerzas de corte y flexión. Se presenta esta referencia ya 
que los modelos desarrollados mediante el programa comercial Ansys muestran 
aspectos importantes a tener en cuenta para la modelación numérica. 
 
 (D. Dupont 2002): Investiga el efecto de las fibras de acero en la fisuración del 
concreto reforzado, concluyendo que dosis de fibras por encima del 2% del vo-
lumen de concreto no mostraban mayores incrementos en la resistencia. 
 
 (Padmarajaiah & Ramaswamy 2002): Presentan la comparación numérica y ex-
perimental sobre 16 vigas sometidas a flexión pura, con un contenido de fibras 
entre 0 a 1.5% respectivamente. Los resultados encontrados demostraron la in-
fluencia de las fibras de acero en el comportamiento mecánico de las vigas estu-
diadas así como el incremento en la ductilidad del material compuesto y la re-
ducción en el inicio de la fisuración. 
 
 (Ramaswamy 2006): Analiza 11 vigas T parcialmente pretensadas bajo un régi-
men de cargas por cortante, las cuales contienen fibras cortas en el interior del 
concreto simple distribuidas de forma parcial sobre el área transversal de la viga. 
Los resultados encontrados mediante la modelación numérica reflejan la falla 
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por tensión diagonal y por aplastamiento en el concreto presenciado en el labo-
ratorio. 
 
 (Özcan et al. 2009): Realiza la modelación de vigas en concreto reforzado con 
fibras cortas a partir de una dosis de 30 kg/m
3
. Las vigas ensayadas bajo un 
régimen de cargas por flexión son comparadas con modelos numéricos desarro-
llados en Ansys. Los resultados obtenidos evidencian la similitud en la curva de 
respuesta a través de los dos métodos así como el incremento en la capacidad de 
carga de las vigas que contienen fibras en el interior del material cementante. 
 
 (Ruano 2010): Este documento presenta la simulación numérica y la compara-
ción con resultados experimentales del comportamiento de dos vigas de hor-
migón armado ensayadas a corte hasta la rotura. Posteriormente reparadas con 
una encamisado de concreto fibro-reforzado, los resultados presentados conclu-
yen que la curva de capacidad (representada por una zona rígida, post-pico y de 
resistencia residual) requiere trabajar con modelos que tengan en cuenta fenó-
menos como la degradación de la rigidez y el deslizamiento de las armaduras. 
 
 (Caicedo 2011): Propone un modelo constitutivo de daño-plasticidad para simu-
lar el comportamiento del concreto fibro-reforzado, implementando el modelo 
en vigas entalladas bajo cargas de flexión. Resultados como el carácter isótropo 
de las fibras y la limitación del modelo al comportamiento elástico son algunas 
de las conclusiones obtenidas. 
 
 (Nuñez 2011): Propone un modelo numérico para simular el comportamiento 
pre y post-fisuración de elementos HRFA (Hormigón Reforzado con Fibras de 
Acero) empleando el programa comercial Ansys. La comparación realizada so-
bre probetas prismáticas, paneles circulares y placas delgadas se realiza después 
de calibrar los modelos numéricos, específicamente las variables que describen 
la superficie de falla del concreto a compresión. Esta tesis doctoral además in-
cluye un registro de los modelos de plasticidad implementados en la literatura 
para describir el comportamiento elastoplástico del material compuesto. 
1.3. Objetivos 
El objetivo general del presente trabajo final de maestría es describir el comportamiento 
mecánico de vigas de concreto reforzado con fibras de acero y refuerzo longitudinal, bajo 
un régimen de cargas de flexión pura, a través de la simulación numérica utilizando el 
método de los elementos finitos. 
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Los objetivos específicos por su parte son: 
 
 Simular mediante elementos finitos el comportamiento de vigas de concreto re-
forzado con fibras de acero utilizando modelos constitutivos convencionales. 
 
 Describir mediante la modelación numérica la influencia de las fibras cortas en 
la respuesta estructural de las vigas fibro-reforzadas. 
 
 Describir el comportamiento estructural de las vigas de concreto con refuerzo 
longitudinal y transversal, mediante la modelación por elementos finitos. 
 
 Comparar los datos obtenidos con los resultados experimentales descritos en la 
literatura por otros autores. 
 
 Representar el comportamiento mecánico del concreto reforzado para diferentes 
características de los materiales, para los cuales no se cuenta con mediciones ob-
tenidas mediante ensayos. 
 
 Desarrollar una guía en la cual se presente la metodología para la modelación 
numérica de vigas de concreto reforzadas mediante los elementos finitos en el 
programa comercial Ansys. 
1.4. Justificación 
 La simulación numérica de vigas HRFA (Hormigón reforzado con fibras de 
Acero) mediante el método de los elementos finitos es un tema de permanente 
investigación en los últimos años, además de ser una herramienta muy útil para 
la comparación de modelos numéricos con ensayos experimentales. 
 
 Conocer los modelos constitutivos y los elementos finitos usados por el progra-
ma comercial Ansys para la modelación de vigas reforzadas, permite enfocar las 
futuras investigaciones en el comportamiento no lineal del concreto reforzado 
bajo estados de carga distintos a las cargas que producen flexión pura. 
 
 El desarrollo de modelos numéricos que presenten la incorporación en el concre-
to de diferentes dosis de fibras, reduce sustancialmente los costos y el tiempo 
necesario en laboratorio para describir la respuesta estructural de vigas bajo 
condiciones particulares de carga. 
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 Este trabajo final contribuye significativamente a la modelación numérica de vi-
gas en concreto reforzado mediante el programa comercial Ansys y continúa una 
línea de investigación relacionada con el análisis no lineal del concreto en dife-
rentes sistemas estructurales.  
 
 El comportamiento no lineal del concreto reforzado al depender de la cantidad 
de refuerzo suministrado en la sección, registra niveles de deformación mayores 
a los correspondientes en el rango elástico. No obstante, las metodologías de di-
seño convencional no permiten visualizar estos niveles de deformación requi-
riendo realizar ensayos de laboratorio que permitan evidenciar la respuesta in-
elástica de las vigas reforzadas. En lo contrario, mediante la modelación numéri-
ca, no solamente se puede obtener el comportamiento no lineal de la curva de 
respuesta de vigas reforzadas, sino optimizar los diseños de tal manera que se 
alcancen los niveles de deformación inelástica requeridos por las normas sismo-
resistentes. 
1.5. Metodología 
Un modelo constitutivo se define a partir de la relación esfuerzo–deformación uniaxial, 
el criterio de falla y las leyes constitutivas de evolución en el tiempo (Linero 2009) 
 
 Inicialmente se estudian los diferentes modelos constitutivos que identifican al 
concreto y al acero. 
 
 Así mismo se estudia la aplicación de la teoría de mezclas para materiales com-
puestos y la representación del comportamiento del concreto fibro reforzado a 
partir de las propiedades del concreto simple y la resistencia equivalente de las 
fibras (Huang 1995). 
 
 Posteriormente se presentan y se definen las fuentes de no linealidad y los 
métodos iterativos utilizados para describir el comportamiento no lineal de vigas 
con refuerzo. 
 
 Al seguir con la metodología, se presenta de forma matricial las expresiones uti-
lizadas cuando se han presentado los procesos de fisuración en el concreto y de 
fluencia en el acero de refuerzo. En este aspecto, las ecuaciones constitutivas 
que describen el comportamiento lineal y no lineal de los materiales usados en la 
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Longitudinal(mm) Transversal(mm) Fibras cortas (%)
1. Viga en 
Concreto Simple
- - -
Concreto a tensión: Modelo de 
fisuración distribuida
Criterio de Willam & 
Warnke
-









Concreto a tensión: Modelo de 
fisuración distribuida.          
Concreto a compresión:Modelo 
de plasticidad unidimensional 
(Curva multilineal a compresión)                           




de fractura de 
Willam & Warnke 
Acero de refuerzo: 





(Ductilidad)                
2. Bloque de 
compresiones de 
Whitney
Dosis: 78 kg/m3 
(Vf = 1%)
Bencardino, 2009
Dosis: 157 kg/m3 
(Vf = 2%)
Bencardino, 2009
Dosis: 60 kg/m3 
(Vf = 0.76%)
Nuñez, 2011
Dosis: 50 kg/m3 
(Vf = 0.64%)
Nuñez, 2011
Dosis: 40 kg/m3 
(Vf = 0.51%)
Nuñez, 2011











Dosis: 30 kg/m3 
(Vf = 0.38%)
Concreto a tensión: Modelo de 
fisuración distribuida.          
Concreto a compresión:Modelo 
de plasticidad unidimensional 
(Curva multilineal a compresión) 
Acero convencional a tensión y 
compresión: Modelo de 
plasticidad unidimensional 
(Curva multilineal)                          




de fractura de 
Willam & Warnke 
Acero de refuerzo y 
fibras cortas: 
Criterio de fluencia 
de von misses
Ozcan, 2009
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Vf : Relación volumetrica de las fibras (%), ϕ: Diametro de la barra









Concreto simple: Modelo de 
fisuración distribuida.           




Criterio de fractura 
de Willam & 
Warnke          
Fibras cortas: 
Criterio de fluencia 
de von misses
modelación de vigas en concreto se presentan a partir de la matriz constitutiva 
estudiada en la mecánica del medio contínuo. 
 
 La aplicación de los modelos constitutivos estudiados anteriormente se muestra 
en la simulación de cuatro tipos de vigas bajo cargas de flexión pura, usando el 
programa comercial Ansys. A continuación se presentan las características de y 
las variables adicionadas en cada modelo numérico.  
Tabla 1: Resumen de los modelos numéricos realizados en Ansys. 
 
 Una vez realizada la implementación de los modelos constitutivos en cada una 
de las vigas desarrolladas, se procede a realizar el análisis de los resultados y su 
comparación con los resultados obtenidos por otros autores. 
 
 Finalmente se desarrolla un reporte con base en los resultados obtenidos en el 
que se resumen las conclusiones y recomendaciones para futuras investigacio-
nes. 
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1.6. Contenido del trabajo final de maestría 
Este trabajo final de maestría se encuentra dividido en cinco capítulos y dos anexos. 
 
En el Capítulo 2, se describe el marco conceptual del comportamiento de los materiales, 
y la representación de las relaciones constitutivas ζ-ε que permiten definir las curvas a ten-
sión y compresión. Se da especial importancia a los criterios de falla que permiten repre-
sentar el proceso de fractura del concreto y el acero en la modelación numérica. De igual 
forma, para el concreto fibro-reforzado se presenta la metodología adoptada para describir 
el comportamiento del material compuesto. 
 
En el Capítulo 3 se muestran las fuentes de no linealidad en el marco de la mecánica del 
medio continuo. Así mismo; se presentan mediante el método de los elementos finitos, los 
métodos iterativos usados para describir la solución de problemas no lineales. Se definen 
las funciones residuo y se describe el método de Newton Raphson, ya que es el método 
utilizado en el presente trabajo para determinar la solución no lineal en los problemas de 
vigas en concreto reforzado. Finalmente, fenómenos no lineales como la fisuración del con-
creto y la fluencia del acero son descritos matricialmente a partir de las ecuaciones y el ten-
sor constitutivo de cada material. 
 
En el Capítulo 4 se implementan cuatro modelos numéricos realizados en el programa 
Ansys y se analizan los resultados obtenidos. Inicialmente se describen las condiciones de 
geometría de las vigas analizadas, como la discretización de elementos finitos, las propie-
dades de los materiales, las condiciones de frontera, y la metodología de solución no lineal 
adoptada. Se presentan los resultados obtenidos en la implementación numérica y la com-
paración respectiva con los ensayos experimentales obtenidos por diferentes autores. 
 
Posteriormente, en el Capítulo 5 se presentan las conclusiones y recomendaciones para 
futuras investigaciones, y las aplicaciones prácticas del trabajo realizado en la ingeniería 
estructural. Para finalizar, se presentan los anexos con la información necesaria para la 
comparación de los resultados numéricos con  los cálculos analíticos. 
27  Simulación numérica de vigas HRFA 
 
 
© Pedro Augusto López  – Universidad Nacional de Colombia, 2012 
 
Capítulo 2                                                                                                                                                                
Descripción de los materiales 
Este capítulo tiene como objetivo describir el comportamiento de los materiales utiliza-
dos en la simulación de vigas en concreto reforzado. Para desarrollar este propósito, el 
documento presenta en primer lugar el comportamiento del concreto simple bajo esfuerzos 
de tensión y compresión uniaxial. Posteriormente se estudian los modelos de fisuración que 
describen la no linealidad del material bajo esfuerzos tensionantes y se define específica-
mente el modelo de fractura implementado en el análisis por elementos finitos. De igual 
manera, se muestra la expresión analítica utilizada para describir la curva esfuerzo defor-
mación del concreto a compresión así como el criterio de fractura que define el dominio 
elástico del material. 
 
De manera similar, la curva esfuerzo-deformación del acero se presenta con las expre-
siones analíticas que definen el comportamiento lineal y no lineal de este material dúctil. 
Además se presenta el criterio de fallo adoptado que define el dominio elástico en el campo 
de los esfuerzos principales. 
 
Finalmente se describe el comportamiento del concreto fibro-reforzado cuando se so-
mete a esfuerzos de tensión, compresión y flexo tracción. Como la modelación desarrollada 
en este trabajo final de maestría considera un régimen de cargas que producen flexión, se 
describe el modelo constitutivo utilizado para representar el comportamiento estructural 
de este material compuesto. 
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2.1. Introducción 
Representar mediante la simulación numérica el comportamiento estructural de vigas en 
concreto reforzado que además de combinar materiales cuasi frágiles como el concreto con 
materiales dúctiles como el acero de refuerzo, no es un proceso sencillo. Además conside-
rar el uso de fibras cortas en el concreto simple, genera una mayor complejidad para repre-
sentar la respuesta estructural en vigas reforzadas convencionalmente. 
Por tanto, para definir el comportamiento de los materiales en un modelo por elementos 
finitos que permita obtener una respuesta estructural acorde a los resultados de laboratorio, 
se requiere comprender las características de los materiales usados, y definir los criterios de 
daño que establecen el dominio elástico de cada material. Este capítulo presenta el compor-
tamiento del concreto, el acero y el concreto fibro-reforzado y su representación a partir de 
los modelos constitutivos desarrollados por diferentes investigadores. 
2.2. Concreto 
2.2.1. Comportamiento del material bajo estado de esfuerzos 
uniaxiales 
El concreto, al ser un material cuasi-frágil, presenta comportamientos diferentes a ten-
sión y compresión. Bajo esfuerzos de tensión, dada su baja resistencia a la tracción, la for-
mación de fisuras se presenta cuando se supera el estado límite del material mostrando la 
reducción de la rigidez de los elementos en concreto. 
Bajo esfuerzos de compresión, su resistencia última se desarrolla bajo un estado de de-
formaciones casi constantes, aproximadamente igual a 0.002. 
 
 Dicho comportamiento, obtenido a partir de ensayos de laboratorio sobre probetas 








Figura 2.1. Curva típica esfuerzo-
deformación a compresión y tensión en el 
concreto. (Bangash 1989) 
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El comportamiento a compresión uniaxial del concreto es descrito a partir de tres zonas 
definidas, las cuales son: 
 
1. Una primera etapa elástica, caracterizada por una relación lineal entre los es-
fuerzos y las deformaciones. Esta etapa es definida por el módulo de elasticidad 
Ec hasta un estado de esfuerzos correspondiente al 30% de la resistencia a com-
presión última ζcu. 
 
2. A partir de este punto, los esfuerzos se incrementan de forma gradual hasta al-
canzar el máximo esfuerzo a compresión.  
 
3. Finalmente, una etapa descendiente correspondiente a la región de ablandamien-
to se caracteriza por presentar una pendiente negativa hasta un nivel de esfuerzo 
nulo para una  deformación última εcu. Dicha deformación en el punto de ruptura 
está entre 0.003 y 0.004. 
 
La relación esfuerzo-deformación a tensión del concreto es aproximadamente lineal 
hasta alcanzar el máximo esfuerzo a tensión ζtu., cuya magnitud se encuentra entre 5% y el 
15% de la resistencia a compresión del concreto ζcu, siendo un porcentaje promedio del 
orden del 10% un valor comúnmente utilizado (Bangash 1989). 
 
Una fisura en el concreto se representa como una discontinuidad del medio que influye 
en la respuesta no lineal de la estructura. El modo de fractura que puede sufrir un cuerpo 
fisurado depende de la dirección del esfuerzo a tensión que genera el desplazamiento de la 
cara de una fisura. Existen tres modos básicos de desplazamientos de la cara de una fisura 











Figura 2.2. Modos de fractura: a) Modo I o de Abertura b) Modo II o de deslizamiento 
c) Modo III o de desgarre (Oller 2001) 
 
El Modo I o de abertura, describe la separación de las caras de la fisura en dirección 
perpendicular al plano de falla bajo la acción de fuerzas externas de tensión. 
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El Modo II o de deslizamiento, describe la separación de las caras de la fisura bajo la 
acción de esfuerzos de corte perpendiculares al plano de falla. 
Finalmente el modo III (de desgarre) se produce por fuerzas externas paralelas al frente 
de la fisura, que generan deslizamiento y cizalladura de las caras de la misma. 
 
En el modo de desgarre se presentan esfuerzos cortantes generalmente inducidos por 
una acción de torsión. En la práctica no es normal que se presente un solo modo de fisura, 
sino en modo mixto. Sin embargo, dependiendo de la relevancia que tenga un modo de fi-
sura sobre otro, mayor importancia adquiere el modo que más se asimile al problema en 
estudio, despreciando los demás modos según sea el caso (Salinas 2011). 
 
Para los modelos numéricos desarrollados en este trabajo final de maestría, se tendrá en 
cuenta la presencia de la fisura en vigas en modo I exclusivamente. 
2.2.2. Modelos de fisura 
El comportamiento de materiales cuasi frágiles como el concreto y el mortero, no ago-
tan inmediatamente su capacidad una vez que han alcanzado una tensión igual a su resis-
tencia última. En cambio se desarrolla una zona no lineal caracterizada por un reblandeci-
miento progresivo, en el cual disminuyen los esfuerzos con un aumento en las deformacio-
nes. Por esta razón se requiere el uso de teorías de fisuración no lineal. 
 
Algunos de estos modelos se muestran en la Figura 2.3 (Graffe 2010), y se pueden re-
presentar a través de las siguientes familias (Guinea 1990): 
 
 Los modelos que describen la fractura mediante modelos de fisura discreta, des-
de los modelos basados en la fractura elástica lineal (MEFL) hasta los modelos 
de fisura cohesiva. 
 
 Los modelos basados en las formulaciones del continuo (es decir, en términos de 
los tensores de esfuerzo y deformación), entre los cuales se encuentran los mo-
delos de gradientes, los modelos de banda o modelos de fisura distribuida, entre 
otros (Salinas 2011). 
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Figura 2.3. Clasificación de los modelos numéricos de fisura (Graffe 2010). 
 
Así mismo, desde el enfoque de los métodos numéricos basados en el método de los 
elementos finitos los modelos que describen el comportamiento de los materiales cuasi-
frágiles se pueden dividir en los procedimientos basados en la “fisura distribuida” y los 
procedimientos basados en la “fisura discreta” (Gálvez 2002). 
 
Para los modelos numéricos realizados en este trabajo final de maestría, la representa-
ción del proceso de fisuración del concreto simple, es desarrollada siguiendo los procedi-
mientos basados en el modelo de fisura distribuida (Planas 2003, Salinas 2011). 
2.2.3. Modelos de fisuración en banda o modelos de fisura 
distribuida 
Los modelos de fisuración en banda, conocidos como los modelos de fisura difusa, fue-
ron introducidos inicialmente por Rashid en 1968. Estos modelos basados en la formula-
ción del continuo asumen que las fisuras están distribuidas sobre cierta banda, cuyo ancho 
es una propiedad del material. Debido a la dificultad para determinar su longitud, en la 
práctica es común asumir que el ancho de banda coincide con el tamaño del elemento finito 
normal a la banda de fisura y que la curva de esfuerzo-deformación a tensión es ajustada 
para mantener la energía de fractura Gf (Salinas 2011). 
 
Los modelos de fisuración en banda pueden ser implementados de forma numérica a 
través del MEF considerando que la banda de fisura es representada a través de una fila de 
elementos finitos (Planas 2003). 
 
El modelo de banda también llamado de fisura difusa cohesiva, esencialmente incluye la 
suma de la deformación del material no fisurado εe y la deformación del material fisurado 
εf. 
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La deformación del material no fisurado εe considerada como la deformación elástica, 
no describe procesos de apertura y cierre de fisuras ya que bajo esfuerzos menores al límite 
de rotura el comportamiento del material es lineal. 
 
La deformación del material fisurado εf describe un aumento en la deformación al su-
perar el límite a tensión. En realidad bajo procesos de carga se presenta un aumento en la 
apertura de fisura y en descarga un proceso de cierre de la misma, con una deformación 
permanente en el material al finalizar el proceso de descarga. 
 
Existen tres tipos de modelos de fisura difusa (fija, múltiple y rotante) en los cuales se 
presenta la discontinuidad del material con la presencia de una o múltiples fisuras al supe-
rarse un estado limite (Bazant 1983). El modelo de fisura difusa fija supone que la disconti-
nuidad se desarrolla en forma perpendicular a la dirección principal de tensión, una vez se 
ha superado el estado límite de rotura del material y que la orientación de la fisura se man-
tiene invariable durante todos los pasos de aplicación de la carga. Adicionalmente este mo-
delo introduce un factor de retención para el tratamiento de los esfuerzos de cortante a 
través de la trayectoria de falla (Sánchez 2006, Salinas 2011). El modelo de fisura difusa 
múltiple considera la formación de más de una fisura para iniciar el proceso de daño en un 
material, con base en el criterio de Rankine y un ángulo límite. El modelo de fisura rotante 
considera que la dirección de la fisura varía durante la aplicación de la carga con base en 
las direcciones principales de deformación (Sánchez 2011). 
 
El presente trabajo de maestría describe los procesos de fractura en el concreto basado 
en los modelos de fisura difusa fija específicamente. 
 
El modelo de banda se basa en el concepto de la mecánica de los medios continuos 
clásica, en la cual las relaciones constitutivas son la curva esfuerzo-deformación a tensión 













Figura 2.4. Curva tensión-deformación con ablandamiento 
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La implementación de este modelo requiere la precisión en la selección del tamaño de 
los elementos finitos para el problema particular, y superar las dificultades que conlleva 
definir explícitamente la relación esfuerzo-deformación durante el ablandamiento. Tales 
dificultades son principalmente la transferencia de esfuerzos a través de una fisura comple-
tamente desarrollada y la sensibilidad patológica frente a la orientación de la malla de ele-
mentos finitos, generando bandas preferenciales de localización. 
 
González Vidosa (1989) describe la importancia en el análisis de estructuras en concre-
to de los aspectos relacionados con la fisuración, específicamente el acondicionamiento de 
las matrices de rigidez al presentarse la fisuración. 
 
Este trabajo final de maestría se realiza considerando un modelo de fisura distribuida 
para representar el proceso de fisuración en el concreto simple. Esta técnica básicamente 
modifica las matrices constitutivas de aquellas zonas de la estructura en las cuales el estado 
de esfuerzos supera el estado de rotura del material (Bazant 1983). El proceso utilizado 
para la modificación de las matrices constitutivas en el interior de un elemento finito re-
quiere definir el criterio de daño y la curva esfuerzo–deformación a tensión del material. A 
continuación se presentan las relaciones constitutivas a tensión y compresión uniaxial y el 
criterio de fallo para el concreto simple utilizadas en la modelación numérica. 
2.2.4. Relación constitutiva del concreto a tensión uniaxial 
Basados en el modelo de fisura distribuida, la relación esfuerzo deformación del concre-















Figura 2.5. Curva esfuerzo-deformación del concreto simple a tensión uniaxial 
(Usado en el programa Ansys). 
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El primer tramo de la curva ζ-ε se obtiene a partir del comportamiento elástico del ma-
terial antes de alcanzar la deformación unitaria correspondiente a la resistencia a tensión del 














Posterior a la deformación unitaria ε0, la parte descendente de la curva se define me-
diante la expresión (2.2). El esfuerzo a tensión ζ es nulo para una deformación máxima del 




















Tc corresponde a un factor de reducción del esfuerzo a tensión f’t cuyo valor se define 
entre 0 y 1, siendo comúnmente definido como 0.6. 
 
La técnica adoptada para describir la fisuración distribuida conocida también como 
“smeared cracking, modifica las matrices constitutivas de aquellas zonas de la estructura en 
las cuales el estado de esfuerzos supera la resistencia a tensión del material f’t. Para modifi-
car las matrices constitutivas de un punto material se utiliza la pendiente Rt que correspon-
de a la pendiente secante de la curva ζ-ε, cuya magnitud depende de la deformación unitaria 
en cualquier instante de tiempo. 
 
Las expresiones para definir la magnitud de la pendiente secante Rt  antes y después de 
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2.2.5. Relación constitutiva del concreto a compresión uniaxial 
La curva esfuerzo deformación del concreto a compresión uniaxial es definida con base 
en un modelo de plasticidad, en el cual el comportamiento del material no presenta un 
ablandamiento cuando se alcanza la resistencia última del concreto f´c. Los puntos de la 
curva multilineal son definidos a partir de las ecuaciones (2.4) y (2.5) (Desayi 1964) y la 
ecuación (2.6) (Gere and Timoshenko 1997). La curva esfuerzo deformación a compresión 
se caracteriza por incluir un incremento en las deformaciones sin un aumento en la resisten-
cia del concreto cuando se ha alcanzado la máxima resistencia a compresión del material 














Figura 2.6. Curva de plasticidad concreto a compresión.(ANSYS 2009) 
 
En este caso, el primer tramo de la relación multilineal de la curva ζ-ε se obtiene a partir 
del comportamiento elástico lineal del material antes de alcanzar una deformación unitaria 













 Posteriormente, un tramo intermedio es definido mediante la expresión (2.5) hasta al-
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Finalmente, la resistencia a compresión se mantiene constante bajo niveles superiores 









2.2.6. Criterio de fractura de William & Warnke 
Este criterio de fallo desarrollado en 1975, predice la superficie de falla del concreto in-
confinado a tensión y compresión en el campo de los esfuerzos principales, asumiendo un 
comportamiento isotrópico (William & Warnke 1975). En otras palabras establece el estado 
de esfuerzos para el cual el comportamiento del material es elástico (Figura 2.7) 
 











   a)       b) 
Figura 2.7. Superficie de falla de William (William & Warnke 1975). a) Comporta-
miento del concreto en estado biaxial b) Comportamiento del concreto en estado triaxial 
 






F es una función que depende del estado de esfuerzos principales (ζ1, ζ2, ζ3), 
S es la superficie de falla definida a partir de cinco parámetros (ft, f’c, fcb, f1, y f2) y f’c es 
el esfuerzo ultimo a compresión del concreto. 
 
Por su parte los parámetros necesarios para definir la superficie de falla son: 
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f’c = Resistencia última a compresión del concreto. 
fcb = Resistencia última biaxial a compresión 
ζh = Esfuerzo hidrostático  = (ζ1+ ζ2+ ζ3)/3 
f1= Resistencia última biaxial a compresión bajo un estado de esfuerzos hidrostático ζh 
f2= Resistencia última uniaxial a compresión bajo un estado de esfuerzos hidrostático ζh 
 
No obstante, la superficie de falla se puede describir únicamente a partir de la resisten-
cia última a tensión y compresión del concreto bajo la presencia de esfuerzos hidrostáticos 




De esta manera, la resistencia última biaxial a compresión (fcb), la resistencia última bi-




La función de esfuerzos F y la superficie de falla S se expresan en términos de los es-
fuerzos principales bajo la siguiente condición. 
 
 
Donde ζ1 representa el esfuerzo principal mayor y ζ3 el esfuerzo principal menor. La 
convención usada respecto a los esfuerzos principales por tensión se describe con signo 
positivo y los esfuerzos principales de compresión con signo negativo. 
 
Mediante la convención de signos presentada, la superficie de falla y la función de es-
fuerzos se puede describir con base en cuatro estados de dominio elástico, descritos a con-
tinuación. 
 
 Dominio de esfuerzos por compresión-compresión-compresión: La superficie de 
falla es definida con base en un estado de esfuerzos principales por compresión. 
Bajo esta consideración la fractura del material se caracteriza por el aplastamien-
to del concreto. 
 
 Dominio de esfuerzos por tensión-compresión-compresión: La superficie de fa-
lla es definida para un estado de esfuerzos de tensión y compresión simultánea-
mente, es decir, que uno de los esfuerzos principales es de tensión y los otros 
dos son de compresión. Al superarse la superficie de falla, se presenta la fisura-
ción o el aplastamiento en el punto material. 
 
 Dominio de esfuerzos por tensión-tensión-compresión: Similar al caso anterior 
la fractura del material se puede presentar ya sea por superar el estado limite a 
'3 ch f
'' 2.1 ccb ff 
'
1 45.1 cff 
'
2 725.1 cff 
321  
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tensión o el estado limite a compresión. La falla material depende de la magni-
tud del límite de rotura y la resistencia a compresión utilizados. 
 
 Dominio de esfuerzos por tensión-tensión-tensión: La superficie de falla es defi-
nida con base en un estado de esfuerzos principales por tensión. Bajo esta consi-
deración la fractura del material se presenta por fisuración en modo I. 
 
De igual manera las expresiones matemáticas que definen la función y la super-
ficie de falla del material cuasi frágil corresponden a: 
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De igual similar b0, b1, b2 se determinan con base en la solución del sistema simultáneo 



































Los coeficientes a0, a1, a2 y b0, b1, b2 se obtienen de la solución de los sistemas simultá-
neos presentados en el estado de esfuerzos principales por compresión ( 3210   ).  
 
 Estado de tensión-tensión-compresión ( 321 0   ) 
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La condición i=1,2 establece que si el criterio de falla es satisfecho (F =ζ1 = ζ2 = ft), la 
fisuración ocurre en planos perpendiculares a los esfuerzos principales ζ1 y ζ2. 
De igual manera si el criterio de falla se satisface para i=1, es decir para F=ζ1= ft  la fi-
suración ocurre únicamente en el plano perpendicular al esfuerzo principal ζ1. 
 




La condición i=1, 2, 3 establece que si el criterio de falla es satisfecho (ζ1 = ζ2 = ζ3 =ft), 
la fisuración ocurre en planos perpendiculares a los esfuerzos principales ζ1, ζ2, y ζ3. 
 
 Si el criterio de falla se satisface para i=1,2 es decir F=ζ1= ζ2 = ft  la fisuración 
ocurre únicamente en los planos perpendiculares a los esfuerzos principales ζ1 y 
ζ2. 
 
 Si el criterio de falla se satisface para i=1, es decir F=ζ1= ft  la fisuración ocurre 
únicamente en el plano perpendicular al esfuerzo principal ζ1. 
 
En resumen, la fisuración del concreto se presenta cuando la función F definida por el 
esfuerzo principal mayor supera el estado límite del material, que en el caso del concreto 
corresponde al límite de rotura. El aplastamiento del concreto se presenta cuando la función 
F alcanza la máxima resistencia a compresión del concreto f’c. 
2.3. Acero 
El acero es un material dúctil que presenta un excelente comportamiento cuando se so-
mete a esfuerzos axiales. Las propiedades mecánicas observadas de los ensayos sobre ba-
rras de diámetro estándar a tensión son el esfuerzo de fluencia Fy, la resistencia última a 
tensión Fu, el módulo de Elasticidad Es y de endurecimiento por deformación Eed , el módu-
lo de cortante G y la relación de poisson   (Valencia 1997). 
2.3.1. Curva uniaxial del acero a tensión y compresión 
El comportamiento del acero estructural bajo cargas de tensión y compresión se repre-
senta mediante la curva esfuerzo normal vs deformación longitudinal obtenida de pruebas 
en laboratorio. (Figura 2.8) 
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Figura 2.8. Curva típica esfuerzo-deformación uniaxial del acero A-36. (Valencia 
1997) 
 
En la Figura 2.8, el comportamiento del material muestra tres regiones claramente de-
finidas. En la primera parte de la curva existe una relación lineal entre los esfuerzos y las 
deformaciones. Su pendiente es definida a partir del módulo elástico del acero Es cuyo va-
lor es aproximadamente 200000 MPa. El material puede alcanzar deformaciones unitarias 
del orden de 0.2% en el punto de inicio de fluencia. Posteriormente, la zona definida como 
la región plástica, presenta grandes deformaciones sin un incremento considerable en los 
esfuerzos. Se observa este comportamiento en el acero estructural convencional hasta de-
formaciones del orden de 2.1%, punto en el cual el material inicia el endurecimiento por 
deformación. 
 
En la tercera región correspondiente a la zona de endurecimiento por deformación, se 
presentan nuevamente incrementos de esfuerzos en la medida en que se desarrollan las de-
formaciones en la barra tensionada. El esfuerzo máximo a tracción Fu es alcanzado cuando 
se registran deformaciones del material del orden de 10 a 20 veces la deformación unitaria 
εed  (Figura 2.8). 
 
Finalmente la pendiente negativa corresponde a la perdida de resistencia junto con de-
formaciones permanentes registradas. 
 
La ductilidad del material es limitada a relaciones fu/fy > 1.15, deformaciones últimas  
εeu > 6.0 % y sobre resistencias no mayores al 20 % de la fluencia del material, ya que la 
resistencia a flexión de un elemento con sobre resistencia puede producir una falla frágil 
por cortante antes que una falla dúctil por flexión. (CEB-FIP: Comité Euro International du 
Betón – Fédération Internationale de la Precontrinte). 
 
En el caso de los aceros estructurales, los rangos aproximados en las propiedades mecá-
nicas del material son: Esfuerzo de fluencia aproximadamente 420MPa, resistencia última 
entre 400 y 550MPa (Acero NTC 1920), módulo elástico de 200000 MPa, módulo de endu-
recimiento por deformación aproximadamente 6000 MPa, módulo de rigidez de 77000 MPa 
y relación de poisson entre 0.25 y 0.33 siendo comúnmente usado 0.30. 
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2.3.2. Modelos de plasticidad- (Modelo de von Mises) 
La fluencia representa para los materiales dúctiles el inicio de un comportamiento 
plástico, caracterizado principalmente por describir deformaciones irreversibles en el mate-
rial. Estas deformaciones permanentes denominadas deformaciones plásticas son represen-
tadas mediante los modelos de plasticidad o modelos elastoplásticos (Vieira Chaves 2009). 
 
Desde el punto de vista de la cinemática las teorías planteadas se clasifican en (Vieira 
Chaves 2009): 
 
 Teorías de plasticidad con pequeñas deformaciones (Deformación infinitesimal):  
Teoría clásica de plasticidad (No incluyen el efecto de la temperatura) 
Termoplasticidad en pequeñas deformaciones (Con efecto de la temperatura) 
 
 Teorías de plasticidad con grandes deformaciones (Deformación infinita) 
Plasticidad en deformación infinita (Sin efecto de la temperatura) 
Termoplasticidad en Deformación infinita (Con efecto de la temperatura) 
 
El proceso de fluencia del acero es descrito con las teorías clásicas de plasticidad, bajo 
las siguientes consideraciones: 
 
 Se desprecia el efecto de la temperatura en las deformaciones plásticas del mate-
rial. 
 
 El proceso de deformación se caracteriza por presentar deformaciones elásticas 













Figura 2.9. Ensayo a tracción. Comportamiento plástico. (Vieira Chaves 2009) 
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De esta manera, para describir la curva esfuerzo-deformación del acero, se presentan a 
continuación los modelos propuestos así como los criterios de fluencia que limitan el com-
portamiento lineal y no lineal del material. 
 
2.3.2.1  Relación constitutiva del acero  
 
Para representar la relación entre el esfuerzo y la deformación del acero se han desarro-
llado diferentes tipos de modelos matemáticos. La representación del comportamiento elas-




 Modelos multilineales 
 
Aproximan la curva uniaxial esfuerzo-deformación del acero con líneas rectas a 
partir del módulo de elasticidad del material Es, el módulo tangente Et y el 
módulo de endurecimiento por deformación Eed. Generalmente el módulo tan-
gente se caracteriza normalmente con pendiente nula o un porcentaje del módulo 
elástico. El modelo más utilizado es el bilineal y como alternativa el trilineal, 











Figura 2.10. Modelos para la representación de la curva esfuerzo deformación del acero 
 
 Modelo de Park y Paulay 
 
Este modelo, propuesto en el año 1978, describe la curva uniaxial esfuerzo-deformación 
del acero a partir de tres ecuaciones, las cuales representan la zona elástica, la zona plástica 
y la zona de endurecimiento por deformación respectivamente, mediante las siguientes ex-
presiones: 
 
- Región AB 
 
- Región BC 
sss Ef  
ys ff 
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Figura 2.11. Curva esfuerzo deformación idealizada para el acero.(Park 1991) 
 
2.3.2.2  Criterio de fluencia del material 
 
El criterio de fluencia establece la condición límite para el cual el estado de esfuerzos o 
deformaciones de una partícula describe un comportamiento elástico (Linero 2009). 
 
Las investigaciones de Rankine (1851), Tresca (1864), Von Mises (1913), Drucker 
(1950) entre otros, han permitido definir el dominio elástico del criterio de fallo, con base 
en el estado límite del material. 
 
En el caso de materiales dúctiles como el acero cuyo estado límite a tensión y compre-
sión es el mismo, los criterios de tresca y von Mises son los más adecuados para representar  
la superficie en el cual el régimen del material es lineal. 
 
A continuación se presenta brevemente el criterio de von Mises, ya que es el criterio uti-
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 Criterio de Fluencia de Von Mises 
 
Denominado como el criterio de la energía de distorsión, este indicador establece que el 
inicio de la fluencia en un punto material cuando la densidad de energía de distorsión es 
igual a la densidad de energía de distorsión obtenida en un ensayo uniaxial, el cual alcanza 
el esfuerzo normal de fluencia ζy. Dicho concepto se describe mediante las siguientes ex-
















ζ1, ζ2, ζ3  corresponden al estado de esfuerzos principal de un punto material. 
ζy : Estado límite de fluencia del material. 
 
De igual manera, la representación gráfica del dominio elástico del punto material co-
rresponde a un cilindro ubicado en el espacio de los esfuerzos principales, cuyo eje coinci-











Figura 2.12. Criterio de fallo material. Dominio elástico del criterio de fluencia de von 
Mises para un estado tridimensional de esfuerzos: (a) vista general, (b) plano normal al eje 
hidrostático. (Linero 2009), Figura 7.6 
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2.4. Concreto con fibras cortas 
El concreto con fibras cortas se define como un material compuesto en el que se adicio-
nan fibras de acero distribuidas de manera aleatoria dentro de la matriz de hormigón. La 
ductilidad del concreto fibro-reforzado es obtenida a partir de las propiedades intrínsecas de 
las fibras, entre las cuales se destacan su resistencia a la tensión, el módulo de elasticidad, 
su capacidad de adherencia, y la relación de Poisson entre otras (Jhonston 1971).  
 
Al incluir el aporte de las fibras de acero en el material cementante, el incremento en la 
capacidad de carga, la mayor resistencia a la flexión y el control eficaz de los fenómenos de 
fisuración y retracción del hormigón, son algunas de las ventajas obtenidas en este material 
(Corcino 2007). 
2.4.1. Comportamiento del concreto fibro-reforzado 
El comportamiento del concreto fibro-reforzado ha sido investigado desde los años 50, 
principalmente bajo cargas de tensión, compresión y flexo tracción (Nuñez 2011). 
 
La Figura 2.13 muestra el comportamiento del concreto con y sin la inclusión de las fi-
bras.  
 
Figura 2.13. Curvas de capacidad  de vigas con fi-
bras. a) Ensayo a flexión. b) Ensayo de compresión (Parte 
derecha superior). c) Ensayo de tracción (Parte derecha 
inferior). Adaptado de (Nuñez 2011) 
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Con respecto al comportamiento a compresión, a diferencia del hormigón convencional 
el concreto fibro-reforzado muestra las siguientes características (Balaguru 1992, Zhu 
2002): 
 
 Mejora en la resistencia a compresión. 
 Incrementa la ductilidad para porcentajes de fibras superiores al 1%. 
 Contribuye significativamente en la tenacidad del concreto. 
 Incrementa la resistencia última a compresión y el módulo elástico del material 
compuesto sin ser este último un valor significativo. 
 Aumenta la energía de deformación después de presentarse la fractura a compre-
sión del material. 
 
Así mismo para aplicaciones comerciales, las dosis de fibras superiores a 60 kg/m
3
 no 
reflejan incrementos considerables en la resistencia del material compuesto (Zhu 2002, 
Balaguru 1992). Figura 2.14 (a) 
 
En algunos casos los contenidos de fibras de 100 a 120 kg/m
3
 pueden mostrar un incre-
mento en la respuesta del material; sin embargo, debido al proceso de mezclado y curado 
deficiente, este proceso influye en la resistencia última a compresión del material compues-
to. Así se ilustra en la Figura 2.14 (b) donde se observa la pérdida de capacidad para es-














Figura 2.14. Relación tensión deformación a compresión(a) comportamiento de un 
HRFA(b) HRFA de alta resistencia con fibras con ganchos. (Balaguru 1992) 
 
De manera similar, el comportamiento a tracción del concreto fibro-reforzado depende 
del contenido de fibras en el material compuesto, además de la distribución y orientación 
que adquiera este material durante el proceso de mezclado. 
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La respuesta estructural del concreto con fibras muestra dos zonas claramente definidas: 
La primera caracterizada por una relación lineal en la que bajo esfuerzos de tensión, las 
fibras de acero retardan la propagación de fisuras en el concreto. Posterior a la primera fisu-
ra del material compuesto, los esfuerzos de tensión son transferidos a las fibras y estas con-
trolan la propagación de las fisuras mientras se deslizan del concreto durante los incremen-
tos de carga (Zhu 2002). 
 
El comportamiento observado en la Figura 2.13 (c), refleja el aumento en la capacidad 
de carga obtenida al presentarse la primera fisura en el material. A diferencia del concreto 
convencional existe una resistencia residual en el concreto fisurado, cuya magnitud depen-
de de la dosis de fibras suministrada (Serna 1984). 
 
Las ventajas del concreto fibro-reforzado a tensión son presentadas en la Figura 2.15, la 
cual presenta la respuesta estructural del material compuesto cuando el contenido de fibras 
es super-crítico o sub-critico. Bajo un contenido de fibras super-crítico cuando se alcanza el 
esfuerzo límite de rotura del material las fibras resisten la totalidad de los esfuerzos en la 
zona fisurada. En el caso sub-crítico la perdida de resistencia a tensión se presenta en el 
material compuesto a medida que se incrementan las deformaciones unitarias posteriores al 
esfuerzo a tensión ζm. 
 
La respuesta del material compuesto depende del contenido de fibras para niveles de re-
sistencia superiores al 60%. Para resistencias menores, la relación esfuerzo-deformación a 
tensión es lineal, similar al comportamiento tradicional del concreto convencional. Para 












Figura 2.15. Comportamiento a tensión uniaxial.(Thomeé 2006) 
 
En el concreto sin fibras, bajo estados de cargas de tensión, en los cuales se alcanza el 
estado de rotura del material, la respuesta estructural se manifiesta mediante una falla 
frágil, mostrando una caída súbita de la resistencia a tensión. Sin embargo para concretos 
con altos contenidos de fibras, la transferencia de la totalidad de los esfuerzos del concreto 
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fisurado a las fibras cortas incrementa la resistencia de este material, de manera similar 
como ocurre en el concreto reforzado con cuantías mínimas.  
 
En el caso del concreto con bajo contenido de fibras, los esfuerzos de tensión no son 
transmitidos en su totalidad de la matriz fisurada a las fibras metálicas, mostrando un des-
censo en la respuesta estructural del concreto fibro-reforzado. Esta zona denominada la 
meseta de post-fisuración depende del arrancamiento de las fibras y la fricción que estas 
desarrollen en el interior de concreto. Como se observa en la Figura 2.16 según el conteni-
do de fibras se pueden distinguir tres comportamientos diferentes del concreto (Nuñez 
2011). 
 
a) En el concreto con bajo contenido de fibras, la respuesta a tensión del material com-
puesto alcanza la fractura de manera súbita. Similar al comportamiento del concreto con-
vencional, no es aplicable al diseño estructural ya que su desempeño estructural no es re-
presentativo. 
 
b) Bajo un contenido medio de fibras, la capacidad de carga del material compuesto 
disminuye una vez alcanzada la fractura, mostrando una resistencia residual para cargas 
superiores. Durante esta transferencia de esfuerzos entre el concreto y las fibras, la resisten-
cia residual del material depende del deslizamiento y el arrancamiento de las fibras 
(Balaguru 1992). En términos generales este contenido de fibras muestra ventajas como el 
aumento en la resistencia a la tensión y un incremento significativo en la ductilidad. 
 
c) Cuando el contenido de fibras es alto, posterior a la fractura del concreto la capacidad 
de carga se aumenta (Reinhardt 1999). La gran cantidad de fibras en la sección fisurada, 
resisten las cargas posteriores a la primera fisura. La perdida de rigidez en la zona interme-
dia de la curva de respuesta se presenta por la baja contribución del concreto. Finalmente se 
observa la perdida de resistencia del material compuesto, con el arrancamiento de las fibras. 
Figura 2.16. Comportamiento a tracción uniaxial a) Con bajo contenido de fibras b) 
contenido medio de fibras c) Alto contenido de fibras (Balaguru 1992)  
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No obstante, el comportamiento a flexión del concreto fibro-reforzado se ha convertido 
en uno de los temas más atractivos en el campo de la ingeniería. Sus aplicaciones sobre 
placas, revestimento de túneles, muros y otros elementos estructurales sometidos a esfuer-
zos de tensión por flexión han enfatizado los aportes investigativos en esta dirección. 
 
En comparación con la resistencia directa a tensión y compresión, la resistencia a flexo- 
tracción es sustancialmente mayor. El comportamiento dúctil del hormigón reforzado con 
fibras de acero (HRFA) altera considerablemente la distribución de esfuerzos en la zona a 
tensión y las deformaciones en el centro de la viga (Hannant 1978). 
 
El comportamiento post-pico del HRFA ilustrado en la Figura 2.13 (a) es influenciado 
por el contenido de fibras. La distribución del estado de esfuerzos de tensión para un ele-
mento bajo cargas de flexión es plástica en la zona de tracción y elástica en la zona de 
compresiones, desplazando la ubicación del eje neutro hacia la zona de compresiones en 
búsqueda de nuevos estados de equilibrio (Kooiman 1998, Caicedo 2011, Hannant 1978). 
Figura 2.17 
 
Figura 2.17. Redistribución de tensiones en una sección transversal de HRFA sujeta a 
flexo tracción (Kooiman 1998) 
2.4.2. Representación del concreto fibro-reforzado mediante 
modelos elastoplásticos 
Los modelos desarrollados en los últimos años por investigadores y normativas interna-
cionales se basan en representar el comportamiento del HRFA mediante la superposición 
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Figura 2.18. Representación del comportamiento del concreto fibro-reforzado 
 
Para representar la zona de ablandamiento del HRFA, los modelos utilizados, han sido 
desarrollados a partir de tres criterios asociados al proceso de fractura del material como se 
















Figura 2.19. Esquemas de los modelos de análisis (Nuñez 2011) 
 
 El primer criterio basado en la fisura ficticia de Hillerborg describe la relación tensión 
abertura de fisura en el concreto fibro-reforzado por medio de una aproximación micro-
mecánica y un análisis inverso (Hillerborg et al. 1976). 
 
El segundo criterio basado en la teoría del ancho de la zona del proceso de fractura de 
fisura  (Bazant 1983) define una zona donde se concentra la microfisuración. Bajo la consi-
deración de la representación equivalente de la relación tensión – deformación con la rela-
ción tensión- ancho de fisura, el proceso de fisuración es caracterizado. 
 
El tercer criterio basado en los modelos esfuerzo-deformación a tensión se orienta hacia 
el análisis de estructuras indeterminadas sujetas a cargas de flexión, realizando el análisis 
estructural a partir del comportamiento a compresión y tracción del material compuesto. 
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El trabajo desarrollado por Núñez (2011) muestra en detalle los modelos presentados en 
la Figura 2.19. En síntesis, la representación de la zona de ablandamiento del concreto fi-
bro-reforzado es definida a partir de las curvas esfuerzo-deformación o esfuerzo-apertura 
de fisura. 
 
La zona cohesiva descrita entre la punta de fisura ficticia y el ancho de fisura crítico wo 















Figura 2.20. Representación de la fisuración ficticia para describir la zona de ablanda-
miento del material. (Hillerborg et al. 1976) 
 
La longitud de la zona cohesiva depende de la longitud que es cocida por las fibras 
(Kooiman 1998). En otras palabras, el ancho de fisura total se puede expresar como la suma 
del ancho de fisura por la cohesión del concreto simple δ y el ancho de fisura adicional pre-




El ancho de fisura adicional generado durante el estiramiento elástico del segmento de 
la fibra y el arrancamiento por fricción de la interface concreto fibra puede ser estimado 
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Figura 2.21. Ancho de fisura con el aporte de las fibras.  
 
Algunos de los modelos propuestos por investigadores y normativas europeas basados 
en la relación esfuerzo-deformación ó esfuerzo – abertura de fisura, usados para representar 
el comportamiento post fisuración del concreto fibro-reforzado, se muestran en la siguiente 
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Tabla 2: Modelos de comportamiento existentes para el HRFA. Adaptado de Núñez 
(2011) 
 
El alcance presentado en este trabajo final de maestría se encuentra enfocado en descri-
bir el comportamiento elástico de vigas en concreto con fibras con cargas que producen 
flexión. Bajo esta consideración la simulación numérica es desarrollada con base en el mo-
delo de Huang (1995), quien realiza el análisis considerando la representación del compor-
tamiento del material compuesto, a partir de la resistencia de los materiales que componen 
el compuesto de manera independiente, como se presenta a continuación. 
2.4.3. Comportamiento elástico del concreto con fibras - Modelo 
de Huang 
El concreto reforzado con fibras cortas es un material compuesto constituido por dos 
materiales, concreto simple y una cantidad determinada de fibras embebidas en el interior 
del material cementante. Las propiedades mecánicas del compuesto se pueden definir a 
partir de las propiedades mecánicas de sus componentes bajo la hipótesis de la completa 
adherencia entre los materiales que conforman el material (Oller 2001). 
 




Donde ζckc representa la resistencia aportada por el concreto simple y ζAkA representa la 
resistencia aportada por las fibras embebidas. ka representa la relación volumétrica de la 
cantidad de fibras embebidas en el compuesto y kc la relación volumétrica del concreto 
simple en el volumen total del compuesto. 
 
En el modelo desarrollado por Huang (1995) el comportamiento del HRFA es represen-
tado mediante la superposición del comportamiento del concreto simple a tracción junto 
AACC kk  
Descripción de los materiales  55 
© Pedro Augusto López  – Universidad Nacional de Colombia, 2012 
 
con la resistencia equivalente de la fibra metálica. Su representación gráfica es presentada 
en la Figura 2.22, en donde los parámetros utilizados son: 
Figura 2.22. Descripción del comportamiento del HRFA (Huang 1995) 
 
ζBZ : Resistencia a tensión del concreto con fibras 
ε    : Deformación unitaria 
ε’R : Deformación del concreto a la primera fisura.  
βBZ  : Resistencia a tracción del concreto simple 
βS    : Límite elástico equivalente de la fibra metálica en tracción 
Eb   : Módulo de elasticidad del concreto 
Es   : Módulo de elasticidad de la fibra metálica 
 




La resistencia a tracción del concreto a la primera fisura βBZ se determina a partir del 
ensayo a flexo tracción considerando un diagrama triangular de tensiones (Huang 1995). 
 
La resistencia equivalente de la fibra βS se determina garantizando la compatibilidad de 
deformaciones entre el concreto y la fibra en el instante que se alcanza la resistencia a la 
primera fisura en el concreto, como se presenta a continuación: 
 
















rss E  
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El comportamiento post-fisuración del concreto fibro-reforzado se determina conside-














Figura 2.23. Distribución de tensiones en la sección transversal (Huang 1995) 
 
En la Figura 2.23,  la resistencia residual del HRFA βz,f  es calculada a partir de la resis-
tencia equivalente Equβzf   igualando el momento aplicado M1 (Distribución de esfuerzos 
elásticos) y el momento de plastificación M2 (plastificación de la sección transversal). 
 
La resistencia equivalente Equβzf  por su parte es definida a partir de la energía disipada 
por las fibras, obtenida de los ensayos a flexo tracción sobre vigas entalladas (Huang 1995). 
Bajo la consideración de que la resistencia de las fibras se presenta en una altura equiva-








De esta manera, la cantidad de armadura equivalente que define el volumen de fibras en 
el material se define igualando la fuerza equivalente del hormigón Zf  y la fuerza equivalen-





















zqufz E   37.0,
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Figura 2.24. Determinación de la armadura equivalente (Huang 1995) 
 











Como se observa en la expresión anterior, la cantidad de armadura equivalente ρS está 
en función de la resistencia residual βz,f  y el límite elástico de la fibra βs. Como criterio de 
fallo de la armadura equivalente se utiliza el criterio de fluencia de von Mises. 
 
En la simulación numérica realizada en el programa comercial Ansys, la incorporación 
de las fibras en el concreto simple se determina considerando que la armadura equivalente 
ρs trabaja en tres direcciones diferentes conservando la compatibilidad del incremento de la 
deformación entre los materiales. 
 
Es decir que la cuantía de fibras distribuida y la resistencia del material compuesto 
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Capítulo 3                                                                                                                                                                
Métodos de solución no lineal y 
ecuaciones constitutivas 
Una vez comprendido el comportamiento de los materiales y definidas las expresiones 
que permiten definir la curva esfuerzo deformación del concreto, el acero y el concreto 
fibro-reforzado, se procede a implementar el comportamiento no lineal de los materiales 
mediante el método de los elementos finitos. En este capítulo inicialmente se muestran las 
fuentes de no linealidad en el marco de la mecánica del medio continuo. Posteriormente se 
describe el método de los elementos finitos para problemas no lineales definiendo el vector 
de fuerzas residuales. Posteriormente se presenta el método de Newton – Raphson para el 
análisis y solución de sistemas no lineales. Ya que la no linealidad del material se presenta 
por fenómenos como la falla progresiva del medio continuo durante el incremento de car-
ga, se presentan las ecuaciones constitutivas que describen la degradación del concreto y 
la fluencia del acero. De igual manera, se presentan las matrices constitutivas utilizadas en 
el análisis lineal y no lineal de problemas que incluyen como materiales de aporte el con-
creto y el acero. Finalmente se muestran las consideraciones tomadas respecto a la ad-
herencia entre el concreto y el acero convencional. 
3.1. Introducción a la no linealidad 
Comúnmente el análisis de estructuras se realiza considerando la teoría elástica de  
Hooke, bajo la consideración que ante la aplicación de un estado de cargas particular, el 
comportamiento estructural siempre presenta una relación lineal entre las causas (acciones 
externas) y los efectos (acciones internas). Esta condición es válida si los desplazamientos 
60  Simulación numérica de vigas HRFA 
© Pedro Augusto López  – Universidad Nacional de Colombia, 2012 
 
en la estructura son pequeños, el estado de deformaciones es infinitesimal y el material 
muestra un comportamiento elástico en todo instante de tiempo. Sin embargo, algunos pro-
blemas físicos no cumplen estas condiciones, en tal caso el comportamiento estructural es 
no lineal. 
 
Cuando en la solución de un sistema estructural se requiere utilizar materiales cuya re-
lación esfuerzo-deformación es no lineal, y se obtienen respuestas no lineales este efecto es 
denominado no linealidad del material. (Figura 3.1) 
 
En el caso en que la teoría de pequeñas deformaciones no es válida para describir el 
fenómeno y se requiere el uso de la teoría de grandes deformaciones, en el cual se establece 
una relación no lineal entre el gradiente del desplazamiento y la medida de deformación en 



























Figura 3.2. Ejemplo de no linealidad cinemática. 
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Finalmente, cuando las condiciones de frontera (apoyos) varían durante la aplicación de 
la carga, en este caso el efecto de la no linealidad es llamado no linealidad por contacto, 
como se ilustra en la Figura 3.3. 
Figura 3.3. Ejemplo de no linealidad por contacto. 
 
En el modelo numérico utilizado en este trabajo, el comportamiento no lineal de los ma-
teriales es la fuente de la no linealidad en las vigas modeladas. El comportamiento del con-
creto a compresión y el acero a tensión y compresión se definen a partir de modelos consti-
tutivos de plasticidad unidimensional bajo la hipótesis de deformaciones infinitesimales. En 
el caso del concreto, la fisuración del material por esfuerzos de tensión es una no linealidad 
material caracterizada por la degradación del continuo durante la aplicación de cargas. De 
igual manera, el inicio de la fluencia de las barras de acero de refuerzo representa una no 
linealidad en el modelo por EF caracterizada por la meseta plástica de la relación constitu-
tiva del material. 
3.2. Análisis no lineal mediante el método de los elemen-
tos finitos 
El método de los elementos finitos consiste en una técnica de aproximación utilizada 
para la solución de problemas en el medio continuo. 
 
Sus principales características se basan en la división de un medio continuo en un 
número finito de elementos, los cuales se encuentran unidos entre sí mediante nodos 
(Zienkiewicz 1995). Como se observa en la Figura 3.4, la representación del dominio se 
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describe de manera discreta, permitiendo dar solución al sistema global a partir de un sis-














Figura 3.4. Representación esquemática de dominio global y su subdivisión en domi-
nios locales. a) sistema continuo, b) modelo discreto, c) elemento finito (Zienkiewicz 1995) 
 
En este caso, el comportamiento en el interior de cada elemento queda definido a partir 
del comportamiento de los nodos mediante funciones de forma. 
 
El procedimiento presentado a continuación describe los pasos que se requieren para la 
solución numérica implementando el método de los elementos finitos. 
 
El dominio es discretizado en elementos, los cuales pueden ser líneas para el caso uni-
dimensional, triángulos, rectángulos entre otros para el caso bidimensional y tetraedros, 
prismas rectangulares y hexaedros para el caso tridimensional. El tamaño y número de ele-
mentos utilizados en la discretización del sistema influye en la precisión de los resultados 
obtenidos. 
 
La función de aproximación está definida como la interpolación de valores en los nodos 
mediante las funciones de forma. Estas últimas son principalmente ecuaciones polinómicas 
continuas en el interior y el contorno de cada elemento. 
 
A partir de la formulación débil de las ecuaciones del problema, haciendo uso de méto-
dos variacionales como el método de los trabajos virtuales, se encuentran las ecuaciones 
matriciales para cada elemento, las cuales se ensamblan para obtener un sistema global de 
ecuaciones para el continuo. Con el sistema de ecuaciones definido la solución matricial se 
obtiene empleando distintos métodos numéricos. Para la solución de problemas no lineales 
se emplean los métodos de Newton-Raphson ó el método de longitud de arco. 
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3.2.1. Principio de los trabajos virtuales 
El principio de los trabajos virtuales inicialmente presentado por Bernoulli en 1717, es-
tablece el equilibrio de un cuerpo cuando el trabajo virtual realizado por las acciones inter-
nas Wi es igual al trabajo realizado por las fuerzas externas We. 
 
El trabajo virtual externo We es producido por las fuerzas externas reales (fuerzas de 
cuerpo {b} y fuerzas de superficie {t} con un desplazamiento virtual {δu}. 
 




e        (3.1) 
El trabajo virtual interno Wi por unidad de volumen es igual al trabajo realizado por el 
esfuerzo asociado a desplazamientos virtuales por unidad de volumen.(Linero 2009) 
 
   dVW
V
T
i      (3.2) 
Por tanto el principio de los trabajos virtuales establece con base en las ecuaciones (3.1) 
y (3.2) que: 
 




       (3.3) 
Este principio, expresado para un volumen V definido como la sumatoria de m subdo-
minios Ve de cada elemento finito se define de la forma: 
 

















dAtudVbudV      (3.4) 
 
En la expresión anterior, el desplazamiento real {u} y el desplazamiento virtual en el in-
terior de cada elemento finito se definen por: 
 
    
    








    (3.5) 
En donde [N] es la matriz de funciones de forma y {a} es el vector de desplazamientos 
nodales del elemento finito de los elementos considerados. 
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El estado de deformaciones en el elemento se obtiene de la aplicación del operador dife-
rencial    sobre el vector de desplazamientos nodales, como se describe a continuación: 
 
    
    




















































































[B] representa el operador diferencial sobre las funciones de forma, cuya expresión co-
rresponde a:     NB   
 
Al reemplazar la expresión del vector  T en las ecuaciones (3.1) y (3.2) se tiene: 











     (3.7) 















De esta manera, el principio de los trabajos virtuales se define ahora como: 






















      (3.9) 
y la ecuación de equilibrio queda ahora de la forma: 



















  (3.10) 
En donde el vector de fuerzas externas del elemento {f}
(e)
 corresponde a: 
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    (3.11) 
 
 
3.2.2. Vector de fuerzas residuales 
El método de solución no lineal establece que: 
 
 El vector de los desplazamientos nodales {a} son la solución del problema. La 
diferencia entre las fuerzas internas y externas expresadas en la ecuación (3.10) 
es igual a una fuerza de desbalance o residual  )( a  que debe reducirse. 
 
Por tanto la ecuación de equilibrio redefinida con base en lo anterior corresponde a: 












      (3.12) 
Como se mencionó anteriormente, considerando solamente la no linealidad material la 
expresión (3.10) se define como: 












      (3.13) 
De esta manera, la representación gráfica de las fuerzas de desbalance para el caso line-












Figura 3.5. Representación gráfica de la fuerza residual para el caso lineal y no lineal. 
Tomado de (Herrera 2011) 
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Bajo la consideración de que la no linealidad en los modelos de vigas en concreto refor-
zado es la no linealidad material, la solución de los problemas no lineales han sido obteni-
dos utilizando el método de Newton Raphson, el cual se describe a continuación.  
3.3. Método de Newton-Raphson 
El método de Newton Raphson es uno de los métodos de más rápida convergencia para 
la solución de problemas no lineales. El método plantea que si se conoce la solución 
aproximada del problema {a} = {a}
n
, se puede obtener la solución {a} = {a}
n+1
 a partir de 





+ {a} aproximando la función residual   )( 1 na  a una equivalente a partir 
de la serie truncada de Taylor. (Zienkiewicz 1995)  
 
   
 









aa  (3.14) 
 









Se define como la matriz tangente. Al reemplazar la expresión (3.15) en la ecuación 
(3.14) y despejando a
n























    (3.16) 
Este procedimiento es iterativo y consiste en actualizar la matriz tangente  nTK  y la 
función residual   en cada ciclo de carga. El proceso de solución busca reducir la carga 
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En general, el valor del vector de desplazamiento que garantice el valor nulo de la fun-
ción residuo es: 



























Figura 3.6. Representación gráfica del proceso iterativo de Newton-Raphson. 
3.4. Ecuaciones constitutivas. 
El análisis de estructuras en concreto reforzado a través de los elementos finitos requie-
ren de relaciones multilineales que describan las características básicas de los materiales 
bajo cargas estáticas. La definición de una relación constitutiva y un criterio de fallo ade-
cuados para la modelación, permiten obtener resultados con un mayor grado de aproxima-
ción. 
 
Sin embargo, en estructuras en las cuales las características de sus materiales no son si-
milares, los resultados acordes a las condiciones reales del problema físico no son fáciles de 
obtener. La importancia de identificar las relaciones constitutivas y los criterios de falla 
acordes a los materiales a emplear es un factor fundamental en el desarrollo de un modelo 
por elementos finitos. 
 
En el capítulo anterior se presentaron los criterios que definen el dominio elástico para 
el concreto y el acero en el espacio de los esfuerzos principales. En esta ocasión, se presen-
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ta la ecuación constitutiva de estos materiales para describir el comportamiento lineal y no 
lineal respectivamente. 
3.4.1. Ecuación constitutiva para el concreto simple 
De forma incremental, la ecuación constitutiva de un material que relaciona los esfuer-




Sin embargo la no linealidad del material se presenta cuando la relación constitutiva en 
un elemento finito es no lineal. Fenómenos como la dependencia de trayectoria de carga, 
histéresis, localización de deformaciones, fatiga y falla progresiva son algunas de las causas 
de la no linealidad mencionada (González Vidosa 1989). 
 
La ecuación constitutiva está definida en un sistema coordenado local establecida por la 
dirección de la fisura inicial. Como se observa en la Figura 3.7 la dirección 1 es normal a 
la trayectoria de fisura y las direcciones 2 y 3 son ortogonales, las cuales cumplen con la 












Figura 3.7. Ejes locales en un punto material. Primera fisura 
 
En este trabajo la técnica adoptada para describir la fisuración distribuida consiste en 
modificar los esfuerzos y la matriz constitutiva C de los puntos materiales en aquellos ele-
mentos en los cuales el estado de esfuerzos supera el estado limite de rotura (Criterio de 
Rankine). 
 
La matriz constitutiva C se modifica con base en el estado de esfuerzos, el criterio de 
daño implementado y las deformaciones en un punto material, es decir: 
 
 
      C
  ),,()( SffC 
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Si el material esta en el rango elástico, es decir que el estado de esfuerzos está contenido 
en el dominio definido por el criterio de Rankine, entonces la matriz constitutiva C corres-
ponde a la matriz constitutiva elástica C
e













Donde E es el modulo de elasticidad del concreto y  la relación de Poisson. 
 
Cuando el estado de esfuerzos por tensión supera por primera vez el dominio elástico 
del criterio de fallo, se forma un plano de fisuración que es perpendicular a la dirección de 
máxima tensión (eje 1). A partir de este momento, el esfuerzo normal máximo en la direc-
ción perpendicular al plano de fisura es nulo bajo posteriores incrementos de carga y la 
matriz constitutiva se modifica considerando la pérdida de rigidez del material. 
 














En la expresión anterior, la pérdida de rigidez en el plano de fisura y en los planos orto-
gonales se representa mediante los coeficientes R
t
 y βt , definidos como el módulo secante 
de la curva esfuerzo-deformación a tensión uniaxial del concreto simple y el coeficiente de 
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La pérdida de rigidez en el plano fisurado depende de la magnitud del modulo secante 
R
t
, el cual a su vez depende del estado de deformaciones en el punto material como se ob-
serva en la Figura 3.8 . La expresión para definir el valor de Rt ha sido definida anterior-













Figura 3.8. Curva esfuerzo-deformación a tensión del concreto simple. 
 
Bajo posteriores incrementos de carga, la redistribución en los esfuerzos se presenta con 
un incremento en los componentes perpendiculares al plano de fisura (ejes locales 2 y 3).De 
esta manera cuando el estado de esfuerzos supera por segunda vez el dominio elástico del 
criterio de Rankine se forma una segunda fisura, la cual es perpendicular al plano fisurado, 












Figura 3.9. Representación de la fisuración en dos planos ortogonales. 
 
De esta manera, la ecuación incremental ζ-ε se define con base en la matriz constitutiva 
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Cuando se presentan dos planos fisurados, en la matriz constitutiva se muestra la perdi-
da de rigidez en todas las direcciones excepto en la dirección paralela a la intersección de 
ambos planos. En la expresión anterior el plano no fisurado corresponde al plano perpendi-
cular al eje 3.  Por tanto bajo posteriores incrementos de esfuerzo, la tercera fisura se pre-
senta en este plano cuando el estado de esfuerzos supera por tercera vez el dominio elástico 













Figura 3.10. Representación de la fisuración en tres planos ortogonales. 
 
De esta manera, la matriz constitutiva C utilizada para describir la relación ζ-ε incre-
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En la matriz anterior se observa la perdida de rigidez en todos los planos del elemento 
fisurado. Por tanto cuando R
t
 es nulo, la rigidez normal en los planos fisurados es nula. A 
partir de este momento, ante la presencia de esfuerzos incrementales la matriz constitutiva 
se modifica considerando únicamente la rigidez transversal a cortante del elemento finito, 
es decir βG. Esta matriz constitutiva no solamente representa la rigidez de un elemento fini-
to fisurado en sus tres planos sino que permite controlar la estabilidad numérica del modelo 
computacional durante posteriores incrementos de carga. 
3.4.2. Ecuación constitutiva para el acero 
En el caso del acero, la ecuación constitutiva incremental que relaciona los esfuerzos y 













En este caso la matriz constitutiva C se define considerando la función de fluencia 




Donde ζ corresponde al estado de esfuerzo uniaxial de tensión o compresión y σy es el 
esfuerzo de fluencia.  
 
Bajo un comportamiento elástico, es decir en el caso en que cualquier esfuerzo se en-
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Donde Es es el modulo de elasticidad del acero, como se visualiza en el modelo de plas-













Figura 3.11. Modelo de plasticidad unidimensional. Representación bilineal. 
 
De igual manera, si el estado de esfuerzos supera la superficie de fluencia, es decir que 
f(ζ, ζy) >0, la matriz constitutiva que relaciona los esfuerzos y las deformaciones en el pun-








3.4.3. Ecuación constitutiva para el concreto reforzado 
El concreto reforzado se representa como un material compuesto conformado por barras 
uniformemente distribuidas hasta en tres direcciones diferentes. 
 
En el caso del concreto con fibras, como se mencionó en la sección 2.4.3 las propieda-
des mecánicas del compuesto se pueden definir a partir de las propiedades mecánicas de sus 
componentes bajo la hipótesis de la completa adherencia entre las propiedades que confor-
man el compuesto. 
 
Con base en las consideraciones anteriores, en forma incremental los esfuerzos y las de-
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Nr= Número de materiales del refuerzo (Se pueden presentar máximo tres materiales) 
Vi
R
 = Relación del volumen de refuerzo con respecto al volumen total del elemento. 
 
La ecuación constitutiva que relaciona el incremento en los esfuerzos con el incremento 








] = Matriz constitutiva para el concreto simple. 
[C
r
]i = Matriz constitutiva para el refuerzo distribuido i 
[C
cr
]i = Matriz constitutiva para el concreto con fibras en la dirección i  
 
Al reemplazar las expresiones anteriores en el incremento de esfuerzos del compuesto 





Así mismo, con base en la compatibilidad en los incrementos de deformación de cada 




Como se observa en las expresiones anteriores, la relación constitutiva ζ-ε de las fibras 


















Figura 3.12. Orientación del refuerzo discreto en el elemento finito.  
    
    
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En la expresión anterior Ei
r
 representa el módulo de elasticidad de las fibras metálicas.  
3.5. Adherencia entre el concreto y el acero 
La acción compuesta entre el concreto y el acero se da debido a las fuerzas de adheren-
cia entre ambos materiales.  La presencia de esfuerzos cortantes se desarrolla en la superfi-
cie de las barras metálicas en contacto con el concreto en función del corrugado de las vari-
llas (Figura 3.13). 
Figura 3.13. Esfuerzos del acero en un elemento infinitesimal de barra lisa de refuerzo. 
(Penelis 1997) 
 
Comúnmente los esfuerzos de adherencia  se expresan en función del deslizamiento re-
lativo s entre las barras y el concreto circundante, la cual a su vez es función de la deforma-
ción del acero εs y la deformación del concreto εc (Penelis 1997). 
 
Entre los modelos propuestos para simular la adherencia, se destacan los modelos de 
Stauder (1973) y Shafler (1975) los cuales representan la adherencia entre ambos materiales 
mediante resortes unidireccionales. En el código modelo (MC 90) se propone un modelo 
analítico en el cual se define la curva esfuerzo cortante vs deslizamiento ( vs s) a partir de 
la resistencia a compresión del concreto, de las condiciones del confinamiento y del corru-
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gado de las varillas, como se presenta en las investigaciones desarrolladas por Ciampi V. et. 










Figura 3.14. Modelo analítico propuesto por Ciampi Et Al para la adherencia. 
 
Así como el modelo adoptado por MC 90 es una relación simplificada del esfuerzo de 
adherencia vs deslizamiento para ser usada en aplicaciones prácticas de ingeniería, otras 
expresiones no lineales han sido propuestas por otros autores, como Rehm (1961), Nilson 
(1968) y Martin (1973). Estas expresiones empíricas se definen a partir del esfuerzo de ad-
hesión, la separación entre materiales y constantes experimentales o teóricas definidas por 
cada autor. 
 
Diferentes autores han considerado la adherencia entre el concreto y el acero en la mo-
delación numérica de vigas en concreto reforzado (Padmarajaiah & Ramaswamy 2002, 
Gomez Cassab 2006) incluyendo en el comportamiento del elemento unidimensional 
(Combin39) la curva fuerza-deslizamiento que representa el efecto adherente entre ambos 
materiales. 
 
Sin embargo la adherencia no es una propiedad física intrínseca sino que es una res-
puesta del mecanismo de una varilla embebida en el concreto bajo ciertas condiciones es-
pecíficas de frontera. La adherencia al ser una respuesta específica obtenida por ensayos de 
laboratorio, requiere de múltiples ensayos y una curva de respuesta que represente las con-
diciones adherentes entre el acero y el concreto. 
 
En el presente trabajo final de maestría se consideró la perfecta adherencia entre ambos 
materiales garantizando la coincidencia entre los nodos que definen al elemento lineal para 
modelar el refuerzo y los nodos que definen al elemento sólido, elemento usado para mode-
lar el concreto. Con esta consideración en los modelos descritos a continuación, se garanti-
za la compatibilidad de esfuerzos y deformaciones en aquellos nudos en común para el ace-
ro y el concreto. 
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Capítulo 4                                                                                                                                                                
Simulación numérica de vigas en 
concreto reforzado con barras 
longitudinales, transversales y fibras 
cortas mediante el método de los 
elementos finitos. 
Este capítulo presenta la simulación numérica de vigas en concreto con barras de re-
fuerzo longitudinal, transversal y fibras cortas a través de los elementos finitos, utilizando 
los modelos constitutivos estudiados en el capítulo anterior. 
A continuación se describen principalmente cuatro (4) tipos de vigas, partiendo de la 
simulación del concreto bajo cargas de flexión pura, en el cual, la fisuración del material 
es fundamental en la respuesta estructural del elemento. De igual manera, un segundo mo-
delo se presenta incluyendo las ventajas del refuerzo longitudinal y transversal en las vigas 
de concreto reforzadas. En este caso, el aumento en su capacidad producto del buen des-
empeño a tensión del refuerzo longitudinal es evidenciado junto con la excelente respuesta 
del concreto a compresión. Posteriormente, dada la baja resistencia del concreto ante car-
gas de tracción, un tercer ejemplo es presentado a través de los elementos finitos. Este mo-
delo incluye la incorporación de fibras cortas en el interior del concreto simple, mediante 
un armado de refuerzo equivalente. En este sentido cabe señalar que, el comportamiento 
del material compuesto es incluido, a partir de las características del concreto no fisurado 
y las propiedades geométricas y mecánicas de las fibras.(Huang 1995) 
Finalmente, el último modelo implementado a partir de la publicación científica de 
Özcan (2009), incluye el uso de refuerzo longitudinal, transversal, y el aporte de las fibras 
de acero en la matriz de concreto. 
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4.1. Resumen de las simulaciones realizadas a través de 
los elementos finitos 
Así como el comportamiento estructural de las vigas HRFA, depende fundamentalmente 
de la respuesta simultánea del concreto, el acero de refuerzo y las fibras cortas, este capítu-
lo presenta la descripción y el análisis de cuatro (4) vigas desarrolladas con la geometría y 
materiales descritos en varias investigaciones científicas.  
 
A continuación se describe brevemente un resumen de los modelos constitutivos utili-
zados: 
 
 Viga en concreto simple 
 
El comportamiento no lineal del concreto simple, depende fundamentalmente de la fisu-
ración del hormigón ante esfuerzos de tracción. Dicha discontinuidad del medio es repre-
sentada a través de un modelo de fisuración progresiva, conocido como “Smeared Crack” 
(modelos de fisuración distribuida ó modelos de fisuración en banda). 
 
En este primer ejemplo, el comportamiento no lineal del concreto, modelado con el 
elemento finito solid65, se describe mediante el criterio de daño de Willam & Warnke en el 
espacio de esfuerzos principales por tensión, en el cual la fisuración del material se presenta 
cuando se alcanza el esfuerzo máximo de rotura del material. Para la viga analizada bajo 
cargas estáticas que producen flexión, la solución no lineal del problema se obtiene usando 
el método de Newton- Raphson. 
 
 Viga en concreto simple con refuerzo transversal y longitudinal inferior 
 
Con base en las características definidas en el primer modelo, este ejemplo incluye adi-
cionalmente el uso de refuerzo longitudinal y transversal, de tal manera que se garantice la 
falla por flexión antes que un mecanismo por cortante. En este caso, la respuesta estructural 
de la viga se manifiesta a través del comportamiento dúctil brindado por el refuerzo a ten-
sión, modelado de manera discreta con el elemento finito Link8.  
 
El comportamiento del acero es descrito mediante un modelo de plasticidad unidimen-
sional cuyo criterio de fallo es el criterio de fluencia de von Mises. Adicionalmente para el 
concreto a compresión se define el dominio elástico del material con base en el criterio de 
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 Viga en concreto con fibras 
 
A diferencia de la viga en concreto simple, este modelo incluye el aporte de las fibras en 
la matriz del concreto, obteniendo un material compuesto cuya respuesta depende funda-
mentalmente de la curva esfuerzo-deformación del concreto fibro-reforzado. El comporta-
miento estructural antes y después del inicio de la fisuración se realiza con base en un mo-
delo de fisura distribuida para el concreto simple y un modelo de plasticidad unidimensio-
nal para las fibras de acero, a partir de las características del concreto fibro-reforzado obte-
nidas de los ensayos experimentales desarrollados por Bencardino y Núñez (Bencardino et 
al. 2010, Nuñez 2011). El carácter aleatorio de la dirección de las fibras se representa me-
diante una armadura de refuerzo equivalente distribuida en los tres ejes coordenados del 
elemento finito solid65, elemento usado para modelar el concreto con fibras. 
 
 
 Viga en concreto con fibras, refuerzo longitudinal y transversal.  
 
Por último, el trabajo desarrollado por Özcan  (Özcan et al. 2009) es implementado en 
el cuarto ejemplo mediante el método de los elementos finitos. En esta ocasión, el modelo 
de fisuración distribuida es utilizado para describir el comportamiento no lineal del concre-
to bajo esfuerzos de tensión. El comportamiento a compresión se representa mediante la 
curva multilineal esfuerzo-deformación. Como criterio de daño material, se utiliza el crite-
rio de Willam & Warnke para definir el dominio elástico del concreto bajo esfuerzos prin-
cipales de compresión y tensión.  
 
En el caso del acero de refuerzo se utiliza el modelo de plasticidad de von mises para 
determinar el dominio elástico del material y el inicio de la fluencia. 
 
Adicionalmente, el aporte de las fibras se incluye considerando su resistencia equivalen-
te mediante un modelo de plasticidad y el carácter aleatorio de las fibras distribuidas en el 
interior del concreto simple se incluye, direccionando la armadura equivalente principal-
mente en la dirección longitudinal de la viga. Los resultados obtenidos de forma numérica 
son comparados con aquellos derivados del ensayo experimental.  
4.2. Vigas en concreto simple 
El objetivo de este modelo es estudiar el proceso de fractura por esfuerzos de tensión y 
la respuesta en las vigas de concreto simple. La simulación realizada consiste en la aplica-
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ción de cargas mediante la asignación de desplazamientos verticales en los tercios de la luz 
de una viga simplemente apoyada. 
 
 Las características geométricas y propiedades del concreto fueron tomadas del trabajo 
experimental realizado por Özcan (2009), descritas a continuación: 
 
Las dimensiones de la viga en estudio fueron 250mm x 350mm x 2000mm a la cual se 










Figura 4.1. Geometría de la viga en concreto ensayada por Özcan (2009). 
 
El material usado corresponde a un concreto con las siguientes propiedades mecánicas. 
 
Resistencia a la tensión 'tf = 1.73 MPa 
Resistencia a la compresión 'cf = 24.26 MPa 
Módulo de elasticidad del concreto simple cE = 29500 MPa 
Relación de Poisson  =  0.20 
 
De igual manera, la modelación numérica se realiza a partir de las características pre-
sentadas a continuación. 
4.2.1. Elementos finitos y discretización 
El concreto ha sido modelado utilizando un elemento finito sólido hexaédrico lineal, el 
cual se define por 8 nudos con 3 grados de libertad cada uno (desplazamientos de traslación 
en la dirección x, y y z), denominado Solid65 en el programa Ansys. 
 
Este elemento finito visualiza la fisuración del concreto ante esfuerzos de tensión y el 
aplastamiento en el material bajo esfuerzos de compresión, además permite simular las 
propiedades no lineales del concreto como son las deformaciones plásticas y creep. 
 
La geometría y localización de los nudos para este elemento se ilustra en la Figura 4.2. 
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Figura 4.2. Solid65 y Solid45– 3D (ANSYS 2009) 
 
Las platinas metálicas son modeladas con un elemento finito sólido hexaédrico lineal 
definido por 8 nudos con 3 grados de libertad cada uno, al cual se le asignan las propieda-
des del acero estructural (Llamado Solid45 en Ansys).  
 
Para el análisis y solución de la viga modelada, la discretización del elemento se realiza 
utilizando prismas de 25x25x25 mm, tamaño del elemento finito adaptado del trabajo de 
Özcan (2009),que en este caso utiliza 2800 elementos para la modelación del concreto y 20 
elementos para la modelación de los apoyos. 
4.2.2. Geometría 
Las dimensiones de la viga modelada son 250 mm x 350 mm x 2000 mm, cuyas cargas 
se aplican en los tercios de la luz. La distancia libre entre apoyos en este caso corresponde a 











Figura 4.3. Dimensión de la viga a flexión modelada (mm) 
 
Aprovechando la simetría en cargas y geometría, un cuarto de viga fue usada en la mo-
delación. Esta aproximación reduce significativamente el tiempo de convergencia y el es-
pacio en disco requerido. (Figura 4.4) 
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Figura 4.4. Simplificación geométrica de la viga (un cuarto de viga)  Sin escala. 
 
Así mismo, las platinas de apoyo y de carga, de dimensiones 50mm x 125 mm x 5 mm 
son ubicadas a 100 mm y 700 mm del borde exterior, respectivamente. 
4.2.3. Materiales 
En este primer modelo, únicamente se describe el comportamiento del concreto simple a 
tensión, a partir de los siguientes parámetros los cuales representan la curva esfuerzo-
deformación (a tensión uniaxial) del material. (Figura 4.5) 
 
Módulo de elasticidad del concreto simple MpaEc 29500  
Relación de poisson 20.0  
Resistencia última a la tensión del concreto simple Mpaft 73.1
'   














Figura 4.5. Curva esfuerzo– deformación del concreto simple a tensión uniaxial. 
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Con respecto al acero de las platinas de carga, su representación se realiza mediante un 
modelo lineal isotrópico, a partir de la definición del módulo de elasticidad Es y el esfuerzo 













Figura 4.6.Curva uniaxial esfuerzo-deformación del acero. 
 
El material en este caso es definido con un módulo elástico de 200000 MPa y un esfuer-
zo de fluencia de 420MPa. 
4.2.4. Condiciones de borde 
Es importante destacar los problemas asociados a la definición incorrecta de las condi-
ciones de borde, como por ejemplo, el control de inestabilidades por cuerpo rígido y la con-
centración de esfuerzos en los apoyos de la viga, explicados a continuación: 
 
 Control de inestabilidades por movimiento de cuerpo rígido 
 
Hay que tener en cuenta que a pesar de aplicar desplazamientos verticales, esta condi-
ción de cargas genera esfuerzos en dos planos ortogonales (x, z) asociados a desplazamien-
tos laterales en la viga (por relación de poisson).  
 
Este tipo de inestabilidad se controla asignando en las caras internas del cuarto de viga, 
restricciones al desplazamiento en la dirección x y z respectivamente. Esta restricción re-
presenta la interacción entre partículas en el interior de la geometría que no es modelada. 
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Figura 4.7. Restricciones de desplazamientos laterales en el cuarto de viga modelada. a) 
Vista en 3D b) Plano yz c) Plano xz 
 
 Concentración de esfuerzos en la vecindad de los apoyos de la viga y aplicación 
de la carga. 
 
Así mismo, al aplicar desplazamientos verticales en las platinas de carga, el giro en los 
apoyos debería ser permitido. Sin embargo, debe tenerse cuidado en la concentración de 
esfuerzos y la formación de fisuras en las vecindades del apoyo, especialmente cuando la 
rotación de la platina es impedida a pesar de no restringir los grados de libertad angulares 
en los nudos.  
La Figura 4.8 muestra la concentración de esfuerzos cuando se presentan errores en la 










   a)     b) 
Figura 4.8. Condiciones de apoyo. a) Sin rotación en apoyo. b) Con rotación en apoyo. 
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Recordando que las vigas simplemente apoyadas restringen el desplazamiento en dos 
direcciones (vertical y horizontal) y permiten el giro en los apoyos, por este motivo, una 
línea de apoyo es definida en la mitad de la platina permitiendo su rotación, como se ilustra 











Figura 4.9. Condiciones de borde en las platinas de apoyo 
4.2.5. Aplicación de cargas y análisis no lineal 
La modelación de vigas mediante elementos finitos se puede realizar a partir de la apli-
cación en los puntos de carga de fuerzas o desplazamientos. La viga en concreto simple 
sometida a flexión pura, es cargada a partir de desplazamientos verticales, ya que además 
de reducir el tiempo de convergencia permite llevar un control en la magnitud del despla-
zamiento aplicado. Un caso particular consiste en controlar la deflexión aplicada en las pla-
tinas para la formación de la primera fisura, ya que esta es una estrategia que permite iden-
tificar el inicio del comportamiento no lineal de la viga en concreto. 
 
Además, el uso de fuerzas como método para la aplicación de cargas, no se realiza en 
este caso, ya que la magnitud de la carga aplicada no se distribuye de manera proporcional 
en las platinas de carga sino que se concentra en la vecindad de la zona cargada, generando 
una concentración de esfuerzos que influye en la convergencia del modelo computacional. 
 
Por consiguiente, para el apoyo de carga correspondiente a una platina de 50mm x 
125mm x 5mm de espesor se utilizaron 24 pasos de carga, los cuales contienen el despla-
zamiento vertical aplicado en la parte superior de las platinas. La Gráfica 4.1 esquematiza 
los desplazamientos aplicados al modelo numérico, los cuales no son aplicados con un in-
tervalo de desplazamiento constante ya que la ubicación de puntos fundamentales como la 
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Gráfica 4.1. Control de desplazamiento aplicado en la platina de carga. 
 
El método de solución numérica no lineal utilizado en los modelos de vigas a flexión 
pura es el método de Newton raphson. La simulación numérica desarrollada con el progra-
ma Ansys se realiza a partir de las siguientes consideraciones: 
 
 El número de pasos es determinado por el usuario, asignando desplazamientos verti-
cales en las platinas de carga para cada paso respectivo. El número de subpasos re-
queridos para la convergencia en la solución de cada paso de carga es definido de 
forma automática por el programa Ansys. 
 
 Con el fin de acelerar la convergencia en la solución no lineal, esta se realiza eva-
luando el vector de desbalance de fuerzas, definido como la diferencia entre las 
fuerzas internas de los elementos y las fuerzas externas aplicadas mediante toleran-
cias limite, denotadas como R y R respectivamente. Estas tolerancias han sido de-
finidas para el modelo numérico con una aproximación del 5% si la convergencia se 
realiza en términos de desplazamientos y 0.5% si la convergencia se obtiene en 
términos de fuerzas. 
4.2.6. Análisis de resultados 
A partir del análisis no lineal de la viga en concreto simple, se obtiene la curva de capa-
cidad, la cual contiene la carga total aplicada al modelo (en KN) versus el desplazamiento 
en el centro de la luz (en mm). 
Los resultados de la Gráfica 4.2 ilustran dos zonas claramente definidas: la primera ca-
racterizada por una relación lineal entre las fuerzas y los desplazamientos, y la segunda en 
la que el comportamiento de la viga es influenciada por la aparición y propagación de fisu-
ras durante la aplicación de la carga.  
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Gráfica 4.2. Curva de respuesta de la viga en concreto simple. 
 
 Zona de comportamiento elástico - lineal (Tramo inicial hasta el punto A) 
 
Esta etapa caracterizada por mostrar una relación lineal entre el esfuerzo y la deforma-
ción, es obtenida a partir de las constantes elásticas y la relación de Poisson del concreto 
bajo cargas de flexión pequeñas. Así mismo, cuando los esfuerzos de tensión son menores 
que el módulo de ruptura (esfuerzos de tensión por flexión bajo los cuales el concreto co-
mienza a fisurarse), la sección transversal total de la viga resiste la flexión con una distribu-
ción lineal de esfuerzos. Al tener un comportamiento elástico del material, la distribución 
de esfuerzos es lineal como se muestra en la Figura 4.10 
.   a)      b) 
Figura 4.10. Estados de esfuerzos en dirección x en Mpa. a) Representación en Ansys 
b) Curva esfuerzo-deformación en la mitad de la luz. (Caso de carga 2). 
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El comportamiento elástico finaliza cuando los esfuerzos a tensión en el concreto son 
mayores al estado límite a tensión. A partir de este momento, la formación de fisuras en el 
concreto es el factor predominante que describe una respuesta no lineal en la viga modela-
da. Por tanto, la determinación de la carga para la cual se presenta la primera fisura, es ob-
tenida a partir de las ecuaciones analíticas de la resistencia de materiales (anexo 1), así co-
mo del análisis del modelo por elementos finitos. 
 
Como se muestra en la curva de capacidad, para describir el tramo elástico no se requie-
re el uso de numerosos pasos de carga, pues la solución del método iterativo únicamente 
requiere la definición de la matriz de rigidez elástica de los elementos. Según se observa en 
la Tabla 3, los resultados determinados analíticamente y aquellos obtenidos del modelo por 
elementos finitos (PUNTO A) son bastante similares. 
 
Modelo 
Deflexión en el    
centro de la luz (mm) 
Carga de fisuración (KN) 
Cálculo analítico 0.116 29.434 
Elementos finitos 0.127 29.955 
 
Tabla 3: Comparación entre la carga de fisuración del modelo analítico y por elementos 
finitos. 
 
 Zona de Comportamiento no lineal (Tramo AB-BB´-B´C) 
 
Esta zona se caracteriza por la pérdida de rigidez de la viga debido a la fisuración del 
concreto simple. Esta tendencia se refleja en la caída súbita de la capacidad a flexión. 
En el modelo numérico, posterior a la aparición de la primera fisura se presenta una 
perdida sustancial en la capacidad de carga del elemento (Tramo AB). Las primeras fisuras 
se presentan en la zona de máximo momento en las fibras inferiores de la sección transver-
sal en una longitud correspondiente al tercio central de la luz de la viga. Sin embargo a pe-
sar de que el elemento finito fisurado no absorbe esfuerzos de tensión en la dirección per-
pendicular al plano de fisura, en esta dirección el sólido no agota su capacidad de absorber 
esfuerzos de compresión para posteriores incrementos de carga. Así se visualiza en la curva 
de respuesta mediante el aumento en la resistencia estructural de la viga (Tramo B-B´) 
 
En pasos de cargas posteriores a la aparición de las primeras fisuras (Tramo B´C), se 
presenta un cambio de rigidez de la viga, principalmente por la degradación de la matriz de 
rigidez tangente del elemento finito fisurado. Esta respuesta evoluciona con la degradación 
de la matriz de rigidez global, y se refleja en la aparición de una gran cantidad de fisuras en 
la viga. La tendencia anterior se muestra a través de la curva de capacidad, como un incre-
mento en los desplazamientos de la viga sin un aumento significativo en su capacidad de 
carga. 
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εxx > ε0 = (f’t / Ec) 
Fisuración del concreto en 
dirección y. (Perpendiculares 
a esfuerzos de tensión σxx) 
 
Zona de flexión 
 pura 
 
 Formación de fisuras por esfuerzos de tensión uniaxial. 
 
La representación de la fisuración en el concreto ha sido implementada en el modelo 
numérico a través de un modelo un modelo de fisura distribuida o de ancho de banda. La 
Figura 4.11 muestra la formación de las primeras fisuras para el punto B describiendo la 


















Figura 4.11. Primeras fisuras al superar el rango elástico (Punto B). 
 
La representación de la fisuración se visualiza en cada elemento sólido mediante un 
círculo en el plano perpendicular al esfuerzo principal que ha alcanzado el esfuerzo límite a 
tensión. 
 
En la Figura 4.11 las líneas verticales ilustradas en el interior de cada elemento finito 
representan la fisuración del material en los puntos nodales cuyo esfuerzo principal mayor 
alcanza la superficie de fractura. Estas líneas representan las fisuras cuya dirección coincide 
con el plano perpendicular al esfuerzo principal ζ1, es decir el plano definido por los ejes 
principales 2-3. En el caso particular de la viga analizada, cuyo sistema coordenado define 
el eje x en la dirección longitudinal del elemento, el eje y en la dirección del peralte de la 
viga y el eje z perpendicular al plano xy la primera fisura en el material se presenta en la 
dirección perpendicular al eje x, es decir en el plano xz. 
 
En la Figura 4.12 se presenta la evolución en los esfuerzos en dirección x así como la 
formación de las fisuras en cada paso de carga. Las fisuras cuya dirección coinciden con el 
eje vertical (Punto B), se presentan en la zona de máximo momento de la viga modelada, 
que corresponde a la zona comprendida entre apoyos de carga. 
90  Simulación numérica de vigas HRFA 
© Pedro Augusto López  – Universidad Nacional de Colombia, 2012 
 
Al presentarse la primera fisura en el punto material, para posteriores incrementos de 
carga los esfuerzos principales por tensión redistribuidos en el elemento finito adquieren 
direcciones diferentes al eje en el cual se alcanzó la máxima resistencia de rotura del con-
creto. Cuando el esfuerzo principal ζ1 supera de nuevo la superficie de falla del material se 
presenta la fisuración del punto material en esta ocasión en una dirección perpendicular al 
esfuerzo principal. En la Figura 4.12 se visualiza la formación de las fisuras en los puntos 
de integración del elemento finito 940 para los puntos B, B’y C mostrando que las fisuras 
en el elemento no se definen en una sola dirección, es decir que, la trayectoria de la fisura 
es función de la dirección principal en la cual se presente el esfuerzo principal mayor. 
 
Así mismo, en la medida que se presenta la falla frágil en el concreto, se modifica la 
matriz constitutiva tangente del elemento fisurado, considerando que el esfuerzo a tensión 
para un elemento fisurado es nulo en la dirección de dicho esfuerzo y adquiere valores dife-
rentes de cero a compresión. Este comportamiento es presentado para un elemento finito 
que ha desarrollado deformaciones mayores al correspondiente al límite de rotura (εxx > ε0), 




















Figura 4.12. Evolución del esfuerzo en dirección x y fisuración en el elemento 940. 
 
Cuando se alcanza el esfuerzo límite a tensión en un elemento finito, los esfuerzos pos-
teriores en tensión son redistribuidos a aquellos elementos no fisurados. Esta transferencia 
de esfuerzos se refleja en el modelo numérico con el coeficiente de cortante βt y el factor de 
reducción de la matriz constitutiva tangente Rt descritos anteriormente. 
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Continuando con el análisis, bajo la aplicación de cargas posteriores a la primera fisura 
del material (Punto A),  la propagación de las mismas en el cuarto de viga modelada es una 
tendencia observada. La redistribución de los esfuerzos principales en un elemento finito 
fisurado muestra que ante la aplicación de cargas posteriores a la carga de primera fisura, 
en los planos perpendiculares del elemento rápidamente se presenta la fisuración. 
 
En la Gráfica 4.3, se presenta la evolución del esfuerzo principal mayor ζ1  y los es-
fuerzos en los tres ejes locales del elemento finito 2415 (SX, SY, SZ) durante la aplicación de 
cargas a la viga. Este elemento finito ubicado en la coordenada x = 850 mm, y=25mm, 
z=100 mm respecto al sistema de referencia definido en la extremo no cargado de la viga, 
es tomado intencionalmente ya que ilustra la fisuración en los tres planos ortogonales del 




















Gráfica 4.3. Evolución de los esfuerzos durante la aplicación de la carga en la viga. (EF 
2415 asociado al punto de integración 2004) 
 
Nótese que, durante la condición no fisurada (Punto A), el esfuerzo principal máximo 
(S1) coincide con el esfuerzo en dirección x (Sx). En este caso los esfuerzos ζy y ζz en el 
elemento son nulos durante el comportamiento elástico del material. 
 
En la Figura 4.13 se presenta la convención de la fisuración en el punto material que 
alcanza el esfuerzo de rotura del concreto bajo esfuerzos de tensión.  
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Figura 4.13. Convención de la fisuración del concreto en el interior de los EF du-
rante la aplicación de la carga en la viga. (EF 2415 asociado al punto de integración 
2004). a) Ubicación en 3D del EF b) Lectura EF 2415 en Ansys c), d) y e) Esquema 
de la fisuración en los planos ortogonales del punto material f), g) y h) Representa-
ción del daño material en el EF i), j) y k) Esfuerzo principal que produce el plano de 
fisura. 
 
En la viga analizada, los esfuerzos tensionantes máximos se presentan en la zona de 
máximo momento (Figura 4.13a), zona en la cual la primera fisura se visualiza cuando el 
esfuerzo principal mayor alcanza la superficie de fallo del material (Punto A). El plano fi-
surado se desarrolla en la dirección perpendicular al esfuerzo principal actuante como se 
ilustra en la Figura 4.13i. La representación de la fisuración distribuida en el interior de un 
EF muestra la modificación de la matriz constitutiva del punto de gauss después de que se 
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alcanza el esfuerzo límite del material a tensión. De esta manera, bajo posteriores incre-
mentos de carga los esfuerzos actuantes son distribuidos en los planos ortogonales del pun-
to material fisurado. En el caso de la viga cargada a flexión, el incremento en el esfuerzo 
principal mayor en la zona de máximo momento se presentan en la dirección y y z de mane-
ra simultánea por relación de poisson (Figura 4.13j y Figura 4.13k). Paralelamente, los 
esfuerzos incrementales en la dirección perpendicular al plano ya fisurado son nulos duran-
te los posteriores incrementos de carga. 
 
De esta manera al incrementarse el esfuerzo principal mayor en las direcciones ortogo-
nales del elemento finito agrietado  (Figura 4.13j y Figura 4.13k), la formación de una 
segunda y tercera fisura se visualiza en el interior del sólido en los planos perpendiculares 
al plano fisurado inicialmente (Punto B). Esta discontinuidad en el punto material de un 
elemento finito se visualiza en la Figura 4.13g y Figura 4.13h, mediante círculos de color 
verde y azul, los cuales representan el daño en el interior de cada punto de gauss que com-
pone el EF hexaédrico. 
 
En las vigas a flexión pura, la discontinuidad presentada mediante círculos rojos, verdes 
y azules muestran la degradación el interior de un elemento finito cuando se presentan du-
rante la aplicación de cargas externas el incremento en los esfuerzos de tensión de tal mane-
ra que se alcanza la superficie de rotura del punto material. Esta representación de la fisura-
ción mediante el método de los elementos finitos no se presenta en la realidad en las vigas 
modeladas en laboratorio. Comúnmente, la presencia de una fisura por tensión y el incre-
mento en la abertura de fisura desarrollada durante posteriores incrementos de carga es la 
respuesta obtenida en este tipo de elementos. Sin embargo, la degradación presentada en el 
interior de un sólido como se esquematiza en la Figura 4.13c,  Figura 4.13d, y Figura 
4.13e permite la aplicación de cargas posteriores en la viga sin que se presenten inestabili-
dades en el modelo numérico ni problemas de convergencia en la solución no lineal del 
método iterativo. 
 
Finalmente, la matriz constitutiva del elemento finito analizado es nula cuando se pre-
senta la fisuración en los tres planos del sólido. Esta tendencia se muestra de igual forma 
para el resto de elementos a medida que se incrementa la carga, razón por la cual la degra-
dación de la rigidez de la viga es una constante visualizada en la curva de capacidad. Estos 
factores se reflejan en la Figura 4.14, la cual contiene la deformada de la estructura así 
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Figura 4.14. Deformación última (Sin escala) y degradación de la viga para el últi-
mo paso de carga (Punto C). 
 
Los resultados analizados en conclusión muestran cómo el efecto de la fisuración es 
fundamental en la respuesta estructural de la viga, mostrando que la degradación del ele-
mento se presenta rápidamente después de alcanzar el estado límite de rotura del material.  
 
En consecuencia, la capacidad de carga en vigas en concreto simple es limitada a la 
máxima carga obtenida al finalizar el comportamiento elástico, que para el ejemplo anali-
zado alcanzó los 29.95 KN. 
 
Ya que la pérdida de rigidez de las vigas en concreto simple es una tendencia poco de-
seable en el comportamiento estructural de un elemento a flexión y es atribuido principal-
mente a la baja resistencia a tensión del concreto, el uso del acero como material para au-
mentar la capacidad de la viga es un método muy común utilizado en los diseños estructu-
rales. Es por esta causa que el desarrollo de modelos que ilustran la interacción del concreto 
y el acero son presentados a continuación.  
4.3. Vigas en concreto con refuerzo longitudinal y trans-
versal 
El aumento en la capacidad estructural y la representación de la no linealidad en las vi-
gas reforzadas son algunos de los resultados presentados en esta sección a través de la si-
mulación numérica con elementos finitos.  
 
Para este propósito, se ha sumado a la viga en concreto simple mostrada anteriormente, 
el aporte del refuerzo longitudinal y transversal. Las propiedades y distribución del refuer-
zo, presentadas en la Figura 4.15, corresponden a la configuración del trabajo desarrollado 
por Özcan y otros (2009).  
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Figura 4.15. Viga en concreto simple con refuerzo inferior. (a) sección transversal (b) 
relación uniaxial σ-ε para el acero (c) curva esfuerzo-deformación del concreto a compre-
sión uniaxial (Özcan et al. 2009) 
 
El modelo numérico presentado a continuación no incluye el uso del refuerzo superior, 
ya que, para el estado de cargas aplicado (flexión pura en el tramo central de la viga) el 
aporte dúctil del refuerzo es obtenido de las barras inferiores a tensión.  
 
La modelación de vigas con refuerzo convencional se realiza en este caso considerando 
un modelo constitutivo basado en el criterio de fluencia de von Mises para el acero, con un 
modelo de fisura distribuida y el criterio de fractura de Willam & Warnke para el concreto. 
4.3.1. Geometría 
La distribución del refuerzo longitudinal y transversal utilizada en la modelación numé-





96  Simulación numérica de vigas HRFA 























       b) 
Figura 4.16. Distribución del refuerzo (en mm).a) Longitud de la viga modelada b) De-
tallado del refuerzo en el cuarto de viga 
 
Como se indica en la Figura 4.16, la ubicación del refuerzo se realiza considerando un 
recubrimiento de 25mm. Adicionalmente, 10 flejes de 8mm de diámetro separados cada 
100 mm son distribuidos en el cuarto de viga modelada. 
Aprovechando la simetría en geometría y cargas de la viga se simula un cuarto de viga. 
El área de refuerzo longitudinal inferior se representa mediante un área de refuerzo equiva-











Figura 4.17. Distribución del refuerzo en la simplificación geométrica del modelo. 
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Con respecto a la modelación del refuerzo convencional, esta se puede realizar de ma-
nera discreta mediante elementos finitos tipo barra o elementos finitos que consideren el 
refuerzo distribuido en su interior. A continuación se describen los elementos finitos utili-
zados en la simulación numérica. 
4.3.2. Elementos finitos y discretización 
La modelación del refuerzo longitudinal y transversal se realiza en forma discreta usan-
do elementos finitos tipo barra, específicamente a través del elemento denominado Link8. 
 
Definido por 2 nudos con 3 grados de libertad cada uno (traslación en x, y y z), éste 
elemento es capaz de desarrollar grandes deformaciones ante esfuerzos de tensión y com-
presión. Además, puede simular las propiedades no lineales del acero, como el inicio de la 
fluencia y el endurecimiento por deformación, entre otras. La geometría y localización de 













Figura 4.18. Elemento finito LINK8-3D para la modelación del acero. 
 
Respecto a la discretización del refuerzo longitudinal y transversal, ésta se realiza con el 
mismo tamaño usado para el enmallado del concreto simple (25mm x 25 mm x 25mm), con 
el fin de garantizar la coincidencia entre los nodos del elemento tipo barra y el elemento 
tipo sólido. 
 
Al garantizar que los elementos lineales y volumétricos usados en la modelación con-
tienen nodos en común que coinciden en su ubicación espacial, dicha consideración repre-
senta la perfecta adherencia entre la matriz de concreto y el acero de refuerzo en el modelo 
descrito, garantizando la compatibilidad de desplazamientos entre los elementos lineales y 
los elementos volumétricos. 
 
En este caso han sido creados 340 elementos tipo barra de 25 mm de longitud cada uno.  
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 Control de inestabilidades por rotaciones en las barras de refuerzo. 
 
El inconveniente principal encontrado durante la modelación numérica consiste en la 
presencia de grandes desplazamientos rotacionales en aquellos nudos en los cuales coincide 
el refuerzo longitudinal y transversal con el concreto (Figura 4.19). Este resultado debe ser 
tenido en cuenta al realizar el proceso iterativo para la solución del modelo, ya que la no 










Figura 4.19. Rotación en los elementos finitos tipo barra. 
 
En este sentido, cabe señalar que la solución a este tipo de inestabilidades se obtuvo 
aplicando incrementos de carga pequeños en las platinas de carga. 
4.3.3. Comportamiento del concreto simple 
La curva esfuerzo-deformación a compresión usada en el modelo numérico para el con-
creto, ha sido construida a partir de una curva multilineal válida para materiales no lineales 
isótropos presentada en la sección 2.2.5. 
 
Como se observa en la Figura 4.20 los puntos de la curva se determinan con base en el 









Figura 4.20. Curva multilineal ζ-
ε del concreto a compresión. 
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Para este ejemplo, la curva del concreto se construye con base en los parámetros presen-
tados a continuación: 
Propiedades del concreto (Özcan et al. 2009) 
Resistencia a la compresión 'cf = 24.26 MPa 
Módulo de elasticidad del concreto simple cE = 29500 MPa  
Relación de Poisson  = 0.20 
 
En la Tabla 4 se presentan los valores calculados para la representación del comporta-
miento del concreto a compresión. 
 
i εi σ i (MPa) 
1 0.000100 2.95 
2 0.000247 7.28 
3 0.000550 12.15 
4 0.000925 18.20 
5 0.001350 22.30 
6 0.002050 24.27 
7 0.003000 24.27 
Tabla 4: Puntos de la curva a compresión uniaxial del concreto simple. 
 
Así mismo, los parámetros utilizados para representar el comportamiento a tensión 
uniaxial del concreto simple son: 
 
Resistencia última a la tensión del concreto simple Mpaft 73.1
'   
Coeficiente de transferencia a cortante (fisuras abiertas) 30.0  
 
El criterio de fallo utilizado en este modelo para definir el dominio elástico del material 
es el criterio de fractura de William & Warnke, presentado en la sección 2.2.6. 
 
La no linealidad del material caracterizada por la fisuración del concreto bajo esfuerzos 
de tensión es representada a través de un modelo de fisuración en banda, descrito en la sec-
ción 2.2.4. 
4.3.4. Comportamiento del acero 
La curva esfuerzo-deformación del acero es representada mediante un modelo de plasti-
cidad bilineal, en el cual, el comportamiento elastoplastico del material describe una res-
puesta similar a tensión y compresión. Así mismo, el criterio de fallo utilizado para definir 
el dominio elástico del material es el criterio de fluencia de Von Mises, estudiado en la sec-
ción 2.3.2.2. 
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Para describir la curva del material se requieren su módulo de elasticidad Es, el límite de 
fluencia Fy y la pendiente inelástica E
tan
, como se ilustra en la Figura 4.21. 
 
En este caso, la curva bilineal del acero se construye  a partir de los parámetros descri-
tos anteriormente, cuyos valores han sido tomados de los trabajos realizados por otros  au-
tores(Özcan et al. 2009, Wolansky 2004, Padmarajaiah & Ramaswamy 2002). 
 
 
Módulo de elasticidad sE = 200000 MPa 
Pendiente inelástica tanE = 0 MPa 




Figura 4.21. Curva bilineal ζ-ε del acero  
4.3.5. Descripción del refuerzo mediante constantes reales. 
La asignación del refuerzo en el modelo numérico requiere definir las cuantías usadas 
para las barras longitudinales y transversales. Esto se logra con la asignación en las propie-
dades del elemento finito tipo barra (Link8) del área de refuerzo equivalente según el diá-
metro de barra adoptada. 
 
Para la viga en estudio, como se ilustra en la Figura 4.22, la asignación del área de re-
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Diámetro de la barra 
(mm) 






½ 8=4* 25.13 
Tabla 5: Área equivalente de refuerzo 
* Esta barra coincide con el eje de simetría 
4.3.6. Aplicación de cargas y análisis no lineal 
Así como en el modelo para el concreto simple la aplicación de cargas se realiza a partir 
de la asignación de desplazamientos verticales en la platina superior, de manera similar en 
este caso han sido utilizados 27 pasos de carga (Gráfica 4.4) con desplazamientos máximos 
del orden de 33 mm. 
 
Además, el método iterativo de Newton Raphson utilizado para la convergencia del 
















Gráfica 4.4. Control de desplazamientos en la platina de carga. 
4.3.7. Análisis de resultados 
La curva de capacidad desarrollada a partir de un análisis no lineal es ilustrada en 
Gráfica 4.5, la cual describe tres etapas antes de presentarse el colapso en la viga. 
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 Gráfica 4.5. Curva de capacidad viga con refuerzo convencional. a) Comportamien-
to elástico b) comportamiento inelástico. 
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Se detalla una primera etapa del concreto no fisurado donde los esfuerzos de tensión en 
el concreto son menores al límite de rotura. El comportamiento de la viga durante esta etapa 
es elástico, en el cual la relación entre las cargas y las deflexiones de la viga son constantes. 
Esta etapa describe no solo el límite de un comportamiento lineal (Punto A), sino el inicio 
de un estado con esfuerzos elásticos y agrietamiento. Gráfica 4.5 a) 
 
 Etapa con esfuerzos elásticos y agrietamiento (Tramo BC) 
 
Como consecuencia de la aplicación de cargas superiores a la carga inicial de primera 
fisuración, empiezan a desarrollarse fisuras en el lado inferior de la viga, las cuales se ex-
tienden rápidamente hacia el eje neutro, el cual a su vez, empieza a desplazarse hacia arri-
ba. Este comportamiento se presenta en la curva carga-desplazamiento en la zona compren-
dida entre la carga de primera fisuración y la carga necesaria para generar la fluencia del 
acero. Como se ilustra en la Gráfica 4.5 b), la pendiente de la curva disminuye debido a 
que la viga no es tan rígida como en la etapa inicial. 
 
La respuesta estructural de la viga reforzada es fuertemente influenciada por el compor-
tamiento del acero a tensión antes de alcanzar su esfuerzo de fluencia. Éste comportamiento 
se visualiza en la Gráfica 4.6, la cual contiene la evolución de los esfuerzos de tensión en 
las barras inferiores a medida que se aplica la carga en las platinas superiores. En este caso, 

















 Gráfica 4.6. Esfuerzos uniaxiales en las barras a tensión (MPa). 
 
Por tanto, la finalización de esta etapa de servicio caracterizada por presentar pequeñas 
deformaciones unitarias, se presenta ante la aplicación de la carga de cedencia del refuerzo 
inferior (Punto C). La Tabla 6 registra además de la carga, el desplazamiento en el centro 
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de la viga para las cuales se presenta la fluencia en el refuerzo inferior, mediante el cálculo 
analítico (anexo 1) y el modelo numérico por elementos finitos. 
  
Modelo 
Deflexión en el 
centro de la luz 




Deflexión en el 






Analítico 0.116 29.434 - 117.70 
Elementos 
Finitos 0.111 27.280 3.495 123.34 
Tabla 6: Comparación puntos de referencia en el modelo analítico y numérico. 
 
 Etapa de resistencia última (Tramo CD) 
 
Esta etapa se visualiza en la curva de capacidad de la viga, después de que el acero flu-
ye plásticamente. En consecuencia, la viga tiene muy poca capacidad por momento y se 
requiere una pequeña carga adicional para incrementar considerablemente las deflexiones 
hasta la falla. 
 
El tramo CD de la curva de capacidad, muestra un comportamiento no lineal gobernado 
principalmente por la por la región inelástica de la curva esfuerzo-deformación del acero y 
la curva de compresión del concreto. La carga máxima aplicada a la viga en la simulación 
numérica corresponde a 169.05 KN (Punto D). En el modelo realizado el estado final de la 
viga se caracteriza por presentar múltiples fisuras por tensión y el aplastamiento del concre-
to por esfuerzos principales de compresión que alcanzan la superficie de fractura del mate-
rial (Figura 4.23). Esta pérdida progresiva de la rigidez global de la viga se refleja en la 















Figura 4.23. Tipos de fisura en el modelo numérico a) Fisuras por flexión b) Fisuras 
por esfuerzos de compresión c) fisuras por cortante. 
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En la Figura 4.23 se presentan los tipos de fisuración formados en la viga bajo el régi-
men de cargas aplicado. 
 
El primer mecanismo de falla corresponde a las fisuras por flexión (Figura 4.23a). Al 
presentarse la fisuración en el plano perpendicular al esfuerzo principal mayor (ζ1 = ζx) los 
esfuerzos posteriores en esta dirección son transmitidos a las barras inferiores que rápida-
mente alcanzan la fluencia garantizando la plastificación de la viga. Así mismo, al incre-
mentarse los desplazamientos y la capacidad de carga en el elemento reforzado, los esfuer-
zos principales a compresión alcanzan la superficie de fractura del material, generando el 
aplastamiento de los elementos finitos en la parte superior de la sección transversal (Tipo 
B). Esta fractura del material se presenta en el modelo numérico a diferencia de la fisura 
por tensión, en la dirección paralela al esfuerzo principal mayor actuante. Finalmente, la 
capacidad de la viga alcanza su máximo valor (Punto D) mostrando la propagación de fisu-
ras por cortante en la zona cercana a los apoyos de carga (Tipo C). Esta falla por tensión 
diagonal es ilustrada en la Figura 4.23 como una fisura cuya dirección es aproximadamente 
a 45º (respecto al eje longitudinal del elemento). Resultados similares han sido presentados 
por en la experimentación de vigas reforzadas sometidas a flexión (Barbosa 1998, 
Wolansky 2004, Padmarajaiah & Ramaswamy 2002) y otros. 
 
 Aplicaciones de los modelos por elementos finitos 
 
Una ventaja de los modelos numéricos con respecto a los ensayos experimentales es la 
posibilidad de observar las acciones internas en aquellos elementos que aportan su rigidez 
para la formación del mecanismo de falla por flexión. Un ejemplo específico corresponde al 
estado de esfuerzos desarrollado en los estribos de 8mm. 
 
Como se observa en la Figura 4.24 y la Gráfica 4.7 para la numeración presentada de 
izquierda a derecha, los esfuerzos en las barras verticales se incrementan en la medida que 













Figura 4.24. Numeración de flejes a cortante 
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Este comportamiento se presenta en el modelo computacional al incrementarse los es-
fuerzos verticales (SY) en la zona de momento máximo después de iniciar la fisuración por 
tensión en el concreto. De esta manera, las acciones internas absorbidas como esfuerzos por 
compresión en las barras verticales alcanzan rápidamente su límite de fluencia, como se 
observa en la Gráfica 4.7. El resultado presentado a continuación a pesar de no ser común 















Gráfica 4.7. Estado de esfuerzos en refuerzo transversal 
 
La perdida de rigidez en los elementos fisurados influye en la distribución de esfuerzos 
en la sección transversal de la viga. Así se muestra en la Gráfica 4.8, cuyo contenido co-
rresponde a la variación de esfuerzos axiales (ζx) en la sección transversal de la viga, es-
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Gráfica 4.8. Diagrama de esfuerzos axiales en la sección transversal de la viga. a) 
Zona elástica, b) Zona elástica con agrietamiento, c) Zona inelástica 
 
La Gráfica 4.8a muestra cómo inicialmente bajo cargas pequeñas la distribución de es-
fuerzos en la sección transversal es lineal. Para esta zona elástica, el eje neutro mantiene su 
ubicación sobre el eje centroidal. 
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Sin embargo, la distribución de esfuerzos no se mantiene proporcional para estados de 
carga posteriores a la fisuración del concreto. Los esfuerzos de compresión no varían line-
almente con respecto al eje neutro y el comportamiento en la zona elástica con agrietamien-
to muestra el desplazamiento del eje neutro hacia la parte superior de la sección transversal, 
ya que a medida que se propagan las fisuras en el concreto, el equilibrio interno de la viga 
se garantiza aumentando la fuerza resultante a compresión y reduciendo el brazo de dicha 
fuerza con respecto al eje neutro. La zona de compresiones definida a partir de una distri-
bución de esfuerzos curva, muestra una tendencia comúnmente presentada en los resultados 
experimentales de vigas reforzadas sometidas a flexión. Figura 4.10b 
 
La falla por aplastamiento se presenta en el paso de carga 13, cuyo valor máximo de es-
fuerzo a compresión (24.41 MPa > 24.27 MPa) se presenta en la fibra superior de la viga. 
En consecuencia, la zona de compresiones rápidamente alcanza la superficie de fractura por 
compresión, mostrando una degradación en la parte superior en una altura aproximada de la 
viga cercana al 10% de la sección transversal. 
 
Al obtener el área bajo la curva del bloque de compresiones (807.42 N/mm) en el paso 
de carga 13 en una altura equivalente de c= 48 mm, y al calcular el esfuerzo equivalente 
que garantice la misma área mediante el bloque de Whitney, este esfuerzo de compresión 
corresponde a 19.78MPa (para un ancho del rectángulo de 41mm (βc=0.85c)), correspon-
diente al 82% del esfuerzo último en el concreto (f´c). Esta similitud no solo refleja la buena 
aproximación del modelo numérico con las teorías de diseño como es el caso del bloque 
rectangular de Whitney en el que la resistencia nominal a flexión de las vigas se calcula 
considerando el 85% de la resistencia a compresión. 
 
La Gráfica 4.8c muestra que el estado de esfuerzos por compresión correspondiente a 
cargas posteriores a la carga de fluencia genera un bulbo de esfuerzos en la parte superior 
de la sección transversal. Al alcanzar el esfuerzo de compresión en la fibra superior, la re-
distribución de esfuerzos por compresión se presenta en los puntos de integración de aque-
llos elementos que no han alcanzado la superficie de falla. 
 
De esta manera en el último paso de carga aplicado (Punto D), el aplastamiento del con-
creto se presenta en la vecindad de la platina de carga. Igualmente la degradación de la viga 
se presenta en puntos de integración localizados por fuera de la zona de máximo momento 
por fuerzas de tensión diagonal en la zona de máximo cortante. 
 
 Porcentaje máximo permisible del acero mediante la modelación numérica. 
 
Otra de las aplicaciones específicas en el diseño estructural corresponde al porcentaje 
máximo permisible de acero a ser utilizado en el diseño de vigas con refuerzo longitudinal 
inferior. Tal como lo describe el ACI en su sección 10.3.3 la presencia de una falla frágil o 
dúctil en una viga es desarrollada con base en la cuantía balanceada ρb.  
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Las expresiones descritas a continuación ilustran el mecanismo de falla de vigas en con-
creto reforzado sometidas a flexión  
b     Falla dúctil (4.1) 
b     Falla frágil (4.2) 
El modelo desarrollado anteriormente, ha sido modificado para mostrar el comporta-
miento estructural de la viga con diferentes cuantías de refuerzo longitudinal. Los resulta-
dos encontrados se muestran en la Gráfica 4.9, la cual contiene la curva de capacidad para 
cuantías de refuerzo mayores y menores de la condición balanceada. 
 
Gráfica 4.9. Curvas de capacidad para diferentes cuantías de refuerzo inferior. 
 
La cuantía balanceada determinada mediante la expresión 4.3 para los materiales usados 

























600'85.0 1  Falla balanceada (β1 = 0.85)     (4.3) 
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Analizando la gráfica anterior, se observa que el uso de cuantías de refuerzo subrefor-
zadas brindan a la viga un comportamiento no lineal caracterizado por una capacidad de 
carga baja y un comportamiento dúctil que aporta el refuerzo longitudinal. 
 
Sin embargo, cuando la cantidad de refuerzo suministrado en la sección se acerca a la 
cuantía balanceada, se obtienen mayores niveles de carga por flexión, y la capacidad estruc-
tural del elemento es influenciada adicionalmente por una falla del concreto a compresión, 
sin que se desarrolle totalmente el comportamiento plástico del acero de refuerzo. Por esta 
razón, los códigos de diseño buscando garantizar que solo ocurran fallas dúctiles, limitan el 
porcentaje máximo de acero al 75% de la cuantía balanceada (para este ejemplo correspon-
de a ρ=0.0188). 
 
Así mismo, cuando la cantidad de refuerzo corresponde a una cuantía sobre reforzada 
(ρ=0.0292), la falla de la viga es frágil, alcanzando la máxima resistencia del concreto a 
compresión antes que la fluencia en el acero de refuerzo. Este mecanismo de fallo es inde-
seable en las vigas a flexión pura, por tal razón esta distribución de refuerzo no es aplicable 
al diseño estructural. 
 
De esta manera se observa como a través de los elementos finitos se puede obtener para 
una configuración de refuerzo adoptada no solo la máxima capacidad del elemento, sino el 
comportamiento inelástico de la sección reforzada.  
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4.4. Vigas en concreto con fibras 
El concreto reforzado con fibras cortas de acero es un material compuesto con unas ven-
tajas y propiedades específicas, entre las que se destacan sus características de tenacidad, el 
control de fisuración, así como el aumento en la resistencia a flexo-tracción del concreto. 
 
Los modelos desarrollados a continuación, presentan la incorporación de fibras cortas 
en la matriz de concreto simple. La simulación numérica se realiza con base en los ensayos 
experimentales desarrollados por Bencardino (2010) y Núñez. (2011). En total han sido 
modeladas cinco (5) vigas, cuyas características generales de geometría y condiciones de 
carga son definidas del ensayo estándar a flexo-tracción EN14651 (2005) ilustrado en la 
Figura 4.25. 
 
   
   a)      b) 
 
Figura 4.25. Viga con entalla en el centro de la luz. a) Geometría de la probeta  b) 
Montaje de la probeta EN14651 (2005) 
 
Las especificaciones de los ensayos experimentales del concreto con fibras, como la do-
sificación incorporada en el interior del concreto simple para cada una de las vigas estudia-
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Figura 4.26. Características de los modelos experimentales de vigas entalladas. 
EN14651. 
 
Con respecto a los modelos numéricos, la viga de 150mm x 150mm x 500 mm ha sido 
modelada bajo las siguientes consideraciones: 
4.4.1. Geometría y condiciones de contorno 
El modelo numérico se construye en este caso con una malla rectangular con un ancho 
del elemento finito de 10mm, utilizando la simplificación geométrica del cuarto de viga, es 
decir, utilizando un volumen de 75 mm x 150 mm x 250 mm. Así mismo, la entalla para 
cada viga analizada se ubica en la mitad de la luz, densificando la malla en la zona de 
máximo momento. Por su parte, las condiciones de contorno y la aplicación de cargas se 
realizan a partir de la asignación de desplazamientos, como se ilustra en la Figura 4.27, 
restringiendo los desplazamientos en los ejes x y z para evitar las inestabilidades de cuerpo 
rígido antes mencionadas, y aplicando desplazamientos en la dirección y durante el incre-










Figura 4.27. Geometría del modelo numérico. (a) Condiciones de contorno de la viga 
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4.4.2. Simulación numérica del modelo V1  
Este modelo consiste en una viga simplemente apoyada de concreto reforzado con fi-
bras cortas, sometida a una carga puntual en la mitad de la luz (Bencardino et al. 2010).  
 
Las fibras cortas con dirección aleatoria, repartidas uniformemente en la matriz de con-
creto, se representan mediante armaduras de refuerzo equivalente distribuidas en los tres 
ejes locales del elemento solido usado para representar el concreto simple (Solid65). 
 
Las propiedades mecánicas del material compuesto, se definen a partir de las propieda-
des mecánicas de sus componentes bajo la hipótesis de la completa adherencia entre los 
materiales que conforman el material. De esta manera, para representar el comportamiento 
del concreto simple se utiliza un modelo de fisuración distribuida, en el cual el dominio 
elástico para esfuerzos de tensión es el criterio de Rankine. Con respecto a las fibras de 
acero, su comportamiento se representa usando un modelo de plasticidad cuyo criterio de 
fluencia es el criterio de Von Mises. 
 
Para esto, se requiere determinar los parámetros de resistencia del concreto (f`t, Ec) así 
como las características de las fibras metálicas (βs, Es y ρ eq), de tal manera que la suma de 
las propiedades elásticas del hormigón con aquellas de la fibra representen las propiedades 
del concreto fibro-reforzado como se ilustra en la Figura 4.28. 
 
Figura 4.28. Representación del comportamiento del hormigón reforzado con fibras. 
(tomado de Huang, 1995) 
 
En este caso, para la viga experimental de Bencardino (Relación volumétrica Vf =1%) 
las propiedades del concreto fibro-reforzado corresponden a:  
 
Mpafcf 05.8
'   (Resistencia a la tensión del concreto con fibras) 
MpaEcf 33000  (Módulo de elasticidad del concreto con fibras) 
Mpafrf 8.10
'  (Resistencia residual a tracción del concreto con fibras) 
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Una primera aproximación se obtiene a partir de los parámetros de resistencia mencio-
nados anteriormente, además de la definición de la resistencia y la cantidad de armadura 
equivalente de la fibra, como se muestra a continuación: 
 
Para un módulo de elasticidad del acero MpaEs 200000 , se tiene que la resistencia 




Por su parte, la cantidad de armadura equivalente es determinada a partir de la resisten-
cia residual y el límite elástico de la fibra (Huang 1995). En este caso para la resistencia 
residual a tracción del concreto con fibras Mpaft 8.10





La incorporación de esta cuantía en el modelo numérico se realizó distribuyendo la ar-
madura equivalente en el SOLID65 en las tres direcciones ortogonales del EF, que corres-
ponde en este ejemplo a 0.07378882, como se muestra en la Figura 4.29, ya que en estas 










Figura 4.29. Distribución del refuerzo equivalente en los ejes locales del SOLID65. 
4.4.3. Aplicación de cargas y análisis de resultados 
De nuevo, la solución no lineal del modelo numérico es desarrollada mediante el méto-
do iterativo de Newton Raphson, a partir de la aplicación de desplazamientos verticales 
sobre la platina de carga. 
La aplicación de cargas en este caso es definida mediante la asignación de desplaza-
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Figura 4.30. Aplicación de cargas por desplazamientos en la viga entallada 
 
La representación utilizada para obtener el comportamiento del material compuesto 
muestra un comportamiento no lineal caracterizado por la formación de fisuras durante la 
aplicación de la carga simultáneamente con el aporte elástico de la fibra equivalente hasta 
el punto de alcanzar la máxima carga en la curva de respuesta. 
 
Caicedo (2011), estudia la modelación de vigas con fibras cortas mediante un modelo 
constitutivo de daño-plasticidad, mencionando que los modelos clásicos al no incluir un 
enriquecimiento en la cinemática asociado a la localización de la deformación, no permiten 
describir los procesos de fractura del material en la curva de respuesta después de alcanzar 
la carga pico obtenida en la modelación por elementos finitos. En la simulación numérica 
presentada en esta ocasión, de manera similar la zona descendente de la curva de respuesta 
del ensayo de laboratorio no se obtuvo en la modelación numérica, pues no se considera el 
efecto cohesivo en el concreto durante la formación de la abertura de fisura. 
A continuación se ilustran los resultados obtenidos de la simulación numérica como la 













Gráfica 4.10. Curva de capacidad por elementos finitos vs ensayo experimental. 
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En la Gráfica 4.10 se observa como el modelo de fisuración distribuida para el concreto 
con el modelo de plasticidad para las fibras, permiten obtener una respuesta similar a la 
curva experimental (DS1%). No obstante, la carga máxima de falla del ensayo experimental 
se ubica sobre los 40 KN con un desplazamiento mucho menor que el obtenido en el ensa-
yo. 
 
Como se observa en Gráfica 4.10, el cambio de pendiente en el modelo por elementos 
finitos se presenta para un nivel de carga de 24 KN. Sin embargo, la carga de primera fisura 
en el ensayo experimental corresponde a 17.2 KN. El cambio de pendiente en el trabajo de 
Bencardino obedece posiblemente a la formación de la primera fisura acompañada del 
comportamiento lineal de las fibras. De igual manera, el direccionamiento de las fibras en 
el interior del concreto así como la adherencia entre los dos materiales hacen más complejo 
representar la tendencia encontrada en el ensayo experimental. 
 
Sin embargo, los resultados presentados a continuación, son obtenidos  modificando los 
parámetros de resistencia del concreto de tal manera que la suma de la resistencia a tensión 
del concreto con la resistencia equivalente de la fibra, representen el esfuerzo del concreto 
















Gráfica 4.11. Curva de capacidad a partir de la modificación de los parámetros de resis-
tencia. (1) Ensayo experimental Bencardino, 2009. 2) Modelación por Elementos Finitos. 
 
Las características de los materiales ajustados en este caso fueron: 
 
Mpaft 45.4
'             Resistencia a la tensión del concreto simple 
MpaEc 27500        Módulo de elasticidad del concreto simple 
Mpaft 8.10
'              Resistencia residual a tracción del concreto con fibras 
Resistencia equivalente de la fibra Mpas 36.32
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Armadura equivalente de la fibra 
Armadura en cada dirección del elemento solido. 
 
En consecuencia, al distribuir la cuantía de refuerzo equivalente en las tres direcciones 
del elemento finito, la resistencia a la tracción del concreto fibro-reforzado en este caso 
corresponde a: 
 
Esfuerzo a tracción (MPa) Material 
4.45 Resistencia ajustada del concreto a tensión 
3.60 
Resistencia ajustada de la fibra  
en cada dirección (ρ1,2,3 x f´r) 
8.05 
Resistencia del concreto fibro-reforzado (ensa-
yo experimental- Carga pico) 
Tabla 7: Equivalencia a tensión del concreto con fibras. 
 
Al analizar la Tabla 7 se observa la similar respuesta en la tendencia numérica con el 
resultado experimental de la viga entallada. En esta ocasión, no solo se presenta el compor-
tamiento lineal del concreto fibro-reforzado, sino también el comportamiento no lineal en el 
que la variación de la pendiente a medida que se incrementa la carga, finaliza al aplicar un 
desplazamiento en la platina superior de 1 mm. Así se presenta en la Tabla 8, la cual con-
tiene las cargas asociadas a la formación de la primera fisura y la carga máxima obtenida en 
el ensayo experimental, además de las cargas obtenidas en el modelo numérico. 
 
Modelo 




Experimental 20.5 40 
Numérico 19 42.4 
Tabla 8: Comparación de los resultados experimentales y por elementos finitos. Viga 
con fibras 
 
Los resultados presentados en la Gráfica 4.11 obtenidos a partir de la distribución del 
volumen de fibras en las tres direcciones ortogonales del elemento SOLID65, reflejan que, 
la máxima carga aplicada es representada al garantizar que las cuantías de refuerzo asigna-
das eviten la inestabilidad del modelo numérico, por la presencia de las múltiples fisuras 
por tracción descritas en la sección 4.2. De esta manera, como se observa en la Tabla 8, en 
la viga modelada no solamente se alcanza la capacidad de carga de 40 KN, sino que se ob-
tiene el desplazamiento del ensayo experimental (1.0 mm) para un nivel de carga de 42.4 
KN.  
El estado final de la viga modelada se presenta cuando se desarrollan simultáneamente 
las tres fisuras en los planos ortogonales del elemento SOLID65, específicamente en la zo-
na de la entalla. Así se observa en la Figura 4.31 la cual contiene la fisuración de la viga 
para los modelos numérico y experimental respectivamente. 
333.0eq
11.03,2,1 
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Figura 4.31. Estado de fisuración para el modelo experimental y por elementos finitos 
 
 A continuación se muestra la configuración deformada (Figura 4.32), así como el esta-
do de esfuerzos máximos (Figura 4.33) y esfuerzos mínimos (Figura 4.34) durante la evo-
lución de la carga. En este caso se presentan los resultados hasta el paso de carga 14, en el 
















Figura 4.32.Viga con entalla sometida a carga puntual. Condición deformada. Último 
paso de carga (en mm). 
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Figura 4.33. Viga con entalla sometida a carga puntual. Estado de esfuerzos máximos. 
(Pasos de carga 2, 4, 6, 8, 10, 12 y 14)  
120  Simulación numérica de vigas HRFA 





































Figura 4.34. Viga con entalla sometida 
a carga puntual. Esfuerzos mínimos. (Pasos 
de carga 2, 4, 6, 8, 10, 12 y 14). 
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De igual manera, el estado de deformaciones εxx es presentado en la Figura 4.35, mos-







































Figura 4.35. Viga con entalla sometida a carga puntual. Estado de deformaciones. 
(Pasos de carga 2, 4, 6, 8, 10, 12 y 14) 
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Como se observa en la Figura 4.33, el inicio y la propagación de los esfuerzos por trac-
ción se presentan desde la entalla de la viga hasta la parte superior de la sección transversal. 
En este caso, la distribución de esfuerzos a medida que se incrementa el desplazamiento 
aplicado no solamente alcanza rápidamente el límite de rotura del concreto simple sino que 
además permite la aplicación de cargas posteriores que en este caso son absorbidas por la 
fibra metálica. Por este motivo, la zona de compresiones cada vez es más reducida, refle-
jando en cada proceso iterativo el desplazamiento del eje neutro hacia la parte superior de 
la sección transversal. 
 
De manera similar, la Figura 4.34 muestra la variación de los esfuerzos mínimos en la 
viga para cada incremento de carga. El comportamiento en este caso es caracterizado por 
un aumento en los esfuerzos por compresión en la vecindad de la platina superior. Sin em-
bargo, los esfuerzos máximos en el concreto no superan el esfuerzo admisible a compresión 
del material (80.5 MPa) en el último paso de carga.  
 
Este resultado se presenta ya que en la medida que se reduce el bloque de compresiones, 
el equilibrio de fuerzas internas se garantiza, incrementando la resultante de fuerzas sobre 
el concreto en la zona de máximo momento. Así se visualiza en la Figura 4.36, la cual con-
tiene el estado de fisuración para el último paso de carga, y la variación de los esfuerzos por 
compresión para un elemento finito ubicado en el centro de la viga, específicamente en la 
fibra superior de la sección rectangular. 
 
    a)      b) 
Figura 4.36. Viga con entalla sometida a carga puntual. a) Condición final de la viga. b) 
Variación de esfuerzos por compresión en fibras superiores.  
 
La gráfica anterior refleja el deterioro de la viga modelada en elementos finitos por la 
formación de las fisuras en la zona de la entalla, y la evolución de los esfuerzos por com-
presión en la parte superior de la sección transversal, los cuales no alcanzan el esfuerzo 
ultimo a compresión del concreto. 
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Adicionalmente, a la fisuración de la viga se suma la reducción en la altura efectiva de 
la sección transversal. Así se observa en la Figura 4.35, la cual ilustra la evolución de las 
deformaciones durante la aplicación de la carga. 
 
Hay que destacar que las deformaciones máximas presentadas, correspondientes a 0.044 
(paso de carga 15), se obtienen gracias al aporte de la fibra metálica en el interior del con-
creto simple. 
 
Este resultado se obtiene gracias al aporte de las fibras en el instante en que se presentan 
fisuras por tensión en el concreto, despreciando el deslizamiento entre ambos materiales. 
 
En resumen, los modelos de fisura distribuida y el modelo de plasticidad de von Mises 
utilizados en este trabajo para representar el comportamiento del concreto simple y las fi-
bras metálicas, permiten describir con gran aproximación el comportamiento estructural del 
material compuesto, hasta la carga máxima de la curva de respuesta. 
4.4.4. Simulación numérica del modelo V2  
En este modelo, la dosis de fibras cortas en el concreto corresponde a 157 kg/m
3
 
(Bencardino et al. 2010). En este caso la viga de 150mm x 150 mm x 500mm, sometida a 
una carga puntual en el centro de la luz, describe el comportamiento del concreto fibro-
reforzado a partir de las características del material compuesto presentadas por Bencardino 
en su ensayo experimental, las cuales son: 
  
Mpafcf 50.6
'      Resistencia a la tensión del concreto con fibras. 
MpaEcf 33000  Módulo de elasticidad del concreto con fibras. 
Mpafrf 14
'          Resistencia residual a tracción del concreto con fibras 
 
El modelo numérico en esta ocasión, es enriquecido con los parámetros del concreto 
simple y las características de las fibras metálicas que permiten describir la respuesta del 
concreto fibro-reforzado. Las propiedades de los materiales usados en este caso fueron: 
 
Mpaf t 74.3
'       Resistencia a la tensión del concreto simple 
MpaEc 27500  Módulo de elasticidad del concreto simple 
Mpafr 50.12
'     Resistencia residual a tracción del concreto con fibras              
Resistencia equivalente de la fibra 
Armadura equivalente de la fibra 
 
Obsérvese que en esta ocasión que al incluir una mayor cantidad de fibras en el interior 
del concreto, no solamente se aumenta la capacidad de carga de la viga entallada, sino que 
la respuesta estructural es influenciada fuertemente por la capacidad elástica de las fibras 
Mpas 20.27
459558.0eq
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Gráfica 4.12. Curva de capacidad viga entallada con dosis de 157 kg/m
3
. 1) Ensayo ex-
perimental Bencardino, 2009. 2) Modelación por elementos finitos. 
 
Con respecto al análisis de la viga fibro-reforzada, a continuación se presentan los resul-
tados asociados al comportamiento elástico del material compuesto, así como la carga 
máxima obtenida para el último paso de carga. 
 
Modelo 






Numérico 20.8 47.5 
Tabla 9. Resultados del ensayo en laboratorio y por elementos finitos 
 
Los resultados encontrados en la Gráfica 4.12 y la Tabla 9 muestran un comportamien-
to elastoplastico similar entre los resultados desarrollados mediante el método de los ele-
mentos finitos y el ensayo a flexo tracción desarrollado de manera experimental. Sin em-
bargo una curvatura más pronunciada se presenta en los resultados de laboratorio, la cual 
no fue posible obtener. En este caso, variables que no se tienen en cuenta como por ejemplo 
el deslizamiento de la fibra con las caras de la fisura, así como la reorientación de las fibras 
en la dirección de los esfuerzos por tensión a medida que se incrementa la carga, pueden ser 
la razón para describir este incremento en la capacidad de la viga. 
Al igual que en la viga V1, a continuación se presenta la evolución en el estado de es-
fuerzos máximos, mínimos y las deformaciones en la dirección de esfuerzos de tensión para 
cada incremento de carga. 
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Figura 4.37. Viga con entalla sometida a 
carga puntual. Estado de esfuerzos máximos. 
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Figura 4.38.Viga con entalla sometida a carga puntual. Estado de esfuerzos mínimos 
(Pasos de carga 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14 y 16). 
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Figura 4.39. Viga con entalla sometida a carga puntual. Evolución de las deformacio-
nes en x (Pasos de carga 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14 y 16). 
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Los resultados presentados en la Figura 4.37 muestran la evolución de los esfuerzos por 
tracción. En esta ocasión, el incremento de los esfuerzos en la dirección x genera no solo la 
fisuración progresiva de la zona entallada, sino que desplazan la ubicación del eje neutro 
hacia la parte superior de la sección transversal. De igual manera, en las zonas agrietadas, el 
estado de esfuerzos no es nulo después de la fisuración, sino que se incrementan los esfuer-
zos principales durante la aplicación de cada carga. Así se muestra en la gráfica de esfuer-
zos máximos, la cual presenta una zona de tensiones que cada vez se extiende en toda la 
sección transversal. En consecuencia, como se muestra en la Figura 4.38 el aumento en los 
esfuerzos por compresión en la vecindad de la platina genera no solo la concentración de 
esfuerzos en las fibras superiores de la sección transversal sino también el aplastamiento 
del concreto. Así se observa en el paso 16, en el que se alcanzan esfuerzos de 170 MPa, 
mucho mayores que el límite a compresión del concreto con fibras (78.2 MPa).  
 
Respecto al estado de deformaciones, la viga con dosis de 157 kg/m
3
 presenta deforma-
ciones mucho mayores que la viga de 75 kg/m
3
, en esta ocasión las deformaciones unitarias 
por tracción fueron de 0.05351 mm/mm para la deflexión de la viga de 1mm. (Figura 
4.39). 
 
La Figura 4.40 muestra finalmente el estado de fisuración de la viga, específicamente 










Figura 4.40. Condición final de la viga entallada de 157 kg/m
3
. Estado del concreto fi-
surado en el último paso de carga. 
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4.4.5. Simulación numérica de los modelos V3, V4 y V5 
Las vigas analizadas a continuación, estudiadas por Núñez, son sometidas a una carga 
puntual en el centro de la luz (Nuñez 2011). Sus dimensiones de 150 mm x 150 mm x 500 
















Figura 4.41. Condiciones geométricas y estado de cargas de las probetas entalladas. 
(Tomado de Núñez) 
 
Al igual que los modelos anteriores, un cuarto de viga ha sido modelado densificando la 














Figura 4.42. Simplificación geométrica con la discretización de la viga entallada. 
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Las características de los materiales definidos de los ensayos experimentales se presen-
tan en la Figura 4.26. Sin embargo, las propiedades ajustadas utilizadas en la modelación 
numérica de la viga V3, V4 y V5, correspondiente a la resistencia del concreto simple y las 
fibras de acero, se presentan a continuación. 
 
VIGA V3: (Dosis de fibras =60 kg/m
3
, Vf = 0.77%) 
 
Mpaf t 15.4
'       Resistencia a la tensión del concreto simple. 
MpaEc 29468  Módulo de elasticidad del concreto simple. 
Mpaf t 32.8
'       Resistencia residual a tracción del concreto con fibras.              
Resistencia equivalente de la fibra. 
Armadura equivalente de la fibra. 
 
VIGA V4: (Dosis de fibras =50 kg/m
3
, Vf= 0.64%) 
 
Mpaf t 50.3
'       Resistencia a la tensión del concreto simple. 
MpaEc 29000  Módulo de elasticidad del concreto simple. 
Mpaf t 0.8
'       Resistencia residual a tracción del concreto con fibras.              
Resistencia equivalente de la fibra. 
Armadura equivalente de la fibra. 
 
VIGA V5: (Dosis de fibras =40 kg/m
3
, Vf = 0.51%) 
 
Mpaf t 61.4
'       Resistencia a la tensión del concreto simple. 
MpaEc 29108  Módulo de elasticidad del concreto simple. 
Mpaf r 82.3
'       Resistencia residual a tracción del concreto con fibras              
Resistencia equivalente de la fibra 
Armadura equivalente de la fibra 
 
Los resultados de la curva de respuesta para cada una de las vigas analizadas se presen-
tan en el Gráfica 4.13, Gráfica 4.14 y Gráfica 4.15, así como el comportamiento observa-








Gráfica 4.13. Curva de capacidad viga con 
dosis de 60 kg/m
3
. Ensayo experimental Núñez, 
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Gráfica 4.14. Curva de capacidad viga con dosis de 50 kg/m
3
. Ensayo experimental 


















Gráfica 4.15. Curva de capacidad viga con dosis de 40 kg/m
3
. Ensayo experimental 
Núñez, 2011 y Modelación por elementos finitos. 
 
De igual manera, la Tabla 10 presenta los resultados de carga asociados a la formación 
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Experimental 17.04 28.02 16.89 26.02 13.06 11.6 
Numérico 17.58 30.38 17.02 32.51 13.02 17.02 
 




El comportamiento descrito en la Gráfica 4.13, Gráfica 4.14 y Gráfica 4.15 muestra 
que a medida que se reduce la cuantía de fibras en el concreto, la capacidad de carga de la 
viga se reduce considerablemente. 
 
Con respecto al comportamiento elástico, la carga de fisuración muestra valores mucho 
menores que en las vigas con porcentaje de fibras de 1 y 2%, y presenta menores deforma-
ciones de la viga entallada en el centro de la luz. 
 
Como se observa en la Tabla 10, la carga máxima obtenida en el modelo numérico es 
mayor que la registrada en el ensayo experimental. Este comportamiento se presenta ya que 
los modelos usados (De fisura distribuida para el concreto y de Von mises para las fibras) 
no permiten representar la pérdida de rigidez que en realidad se presenta en el ensayo de 
laboratorio. Este resultado se presenta también, ya que la resistencia residual asignada para 
describir el comportamiento de la fibra, corresponde a un comportamiento elastoplastico 
del material compuesto que incluye la fisuración progresiva del concreto, y en el que la 
adherencia entre las fibras y el concreto no es completa, condición que ha sido supuesta en 
los modelos numéricos. 
 
Adicionalmente, a medida que el volumen de fibras es menor, la carga máxima de la vi-
ga entallada depende fundamentalmente de la resistencia a tensión del concreto. Así se ob-
serva en la curva de capacidad de la viga entallada con dosis de 40 kg/m
3
, cuya tendencia se 
obtuvo al asignar una resistencia a la rotura del concreto, similar al esfuerzo de fisuración 
del ensayo experimental (f’t = 4.61 MPa). En esta ocasión, la carga de fisuración de 13.02 
KN obtenida en el modelo por elementos finitos se acerca al resultado experimental de 
13.06KN (Nuñez 2011). 
 
Con respecto a las deformaciones unitarias, la Figura 4.43 muestra el estado de defor-
maciones para el último paso de carga. En este caso, para las vigas de 40, 50 y 60 kg/m
3
 se 
refleja una disminución en  las deformaciones unitarias en el último paso de carga aplicado, 
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Figura 4.43. Evolución de las deformacio-
nes en x, último paso de carga a) Viga con 
dosis 60 kg/m
3. 
b) Viga con dosis 50 kg/m
3
 y 





También, los esfuerzos principales en la vecindad de la platina, son presentados para las 










  a)     b)    c) 
 





b) Viga con dosis 50 kg/m
3
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Como se observa en la Figura 4.43 y Figura 4.44, la variación de los esfuerzos y las 
deformaciones presentan sus máximos valores en la zona de la entalla. En esta ocasión, 
para las deflexiones verticales de 0.50 mm en las vigas de 40 y 60 kg/m
3
 las deformaciones 
unitarias en el inicio de la entalla son del orden de 0.024 y 0.029 mm/mm respectivamente. 
 
Por su parte, en la viga de 50 kg/m
3
, las deformaciones alcanzaron 0.043 mm/mm para 
una flecha de 0.80 mm. 
 
Por otra parte, la concentración de esfuerzos por compresión se presenta en la vecindad 
de la platina, registrando los máximos valores para las vigas con mayor cuantía de fibras. 
De esta manera, se finaliza con el análisis de vigas en concreto reforzado con fibras. 
 
A pesar de evidenciar el comportamiento elastoplástico del concreto con fibras en la 
curva de capacidad, las cargas máximas obtenidas en este tipo de materiales (aproximada-
mente 50 KN) siguen siendo bajas con respecto a las solicitaciones comunes de cargas de 
servicio. En este sentido cabe señalar que, los modelos de vigas con fibras que muestran un 
comportamiento dúctil, son atractivos desde el punto de vista estructural cuando se combi-
nan con el refuerzo longitudinal y transversal, ya que no solamente se obtiene un elemento 
con gran capacidad de carga sino que además se retarda la propagación de las fisuras con 
respecto a las vigas convencionales. De esta manera, el último modelo realizado contiene 
además del refuerzo convencional una dosis de fibras de 30 kg/m
3
distribuida en la matriz 
de concreto. 
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4.5. Vigas en concreto con fibras cortas, refuerzo longi-
tudinal y transversal 
La implementación de las ventajas entregadas por el concreto simple, el acero de re-
fuerzo y las fibras cortas es presentada a continuación a través del método de los elementos 
finitos, a partir de las características del trabajo realizado por Özcan y otros (2009). En esta 
ocasión, el comportamiento de la viga ensayada experimentalmente por el autor, es obteni-
do a partir de la contribución del concreto con fibras, y el refuerzo longitudinal a tensión y 
compresión. Cabe aclarar que, el estado de falla de la viga en este caso, es generado por un 
régimen de cargas por flexión, el cual se garantiza con el uso de refuerzo transversal distri-
buido en toda la longitud del elemento. 
 
La geometría, las condiciones de carga y los materiales usados en el trabajo experimen-
tal de Özcan, han sido presentados en la Sección 4.3, sin embargo son complementados en 
este ejemplo con la descripción del refuerzo superior y las características del concreto con 
fibras, como se ilustra en la Figura 4.45. 
Figura 4.45. Viga en concreto con refuerzo inferior y fibras. (a) sección transversal (b) 
relación uniaxial σ-ε para el acero (c) apariencia de las fibras cortas (Özcan et al. 2009). 
 
Como se observa en la Figura 4.45 el refuerzo superior consiste en 2 barras de 8 mm de 
diámetro ubicadas a 25 mm del borde superior de la sección transversal. Este refuerzo se 
define con las siguientes propiedades mecánicas: 
 
Módulo de elasticidad del acero de refuerzo sE = 200000 MPa 
Pendiente inelástica de la curva esfuerzo – deformación tE = 0 MPa 
Esfuerzo de fluencia yF = 420 MPa 
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De igual manera, la incorporación de fibras metálicas en el interior del concreto simple 
es realizada por el investigador utilizando fibras cortas tipo dramix RC 80, con una dosifi-
cación de 30 kg/m
3 
(equivalente a una cuantía volumétrica de 0.38%), cuya apariencia se 
muestra en Figura 4.45. Con base en esta dosis, los parámetros de resistencia del concreto 
con fibras son determinados a partir de ensayos estándar en probetas de control, cuyos re-
sultados son descritos a continuación: 
 
Resistencia media a la compresión del concreto con fibras f´c = 20.6 MPa 
Módulo de elasticidad del concreto con fibras Ec = 27500 MPa 
Relación de Poisson  = 0.20 
 
En este caso, los parámetros mencionados son definidos para fibras con relación de as-
pecto l/d= 80 y un módulo de elasticidad de 200.000 MPa. 
 
El modelo por elementos finitos presentado a continuación incluye el uso de refuerzo 
convencional (refuerzo inferior y superior) y fibras cortas en el concreto simple. La mode-
lación numérica se realiza en este caso considerando un modelo constitutivo basado en el 
criterio de fluencia de von Mises para el acero, con un modelo de fisura distribuida y el 
criterio de fractura de Willam & Warnke para el concreto simple. La respuesta de las fibras 
cortas se adiciona considerando su distribución mediante armaduras de refuerzo distribui-
das en los tres ejes locales coordenados de la viga. 
4.5.1. Geometría 
El modelo realizado a continuación, con base en el refuerzo longitudinal y transversal 
presentado en la sección 4.3 (Vigas en concreto con refuerzo longitudinal y transversal) es 
complementado en esta ocasión con la asignación del refuerzo superior mediante una repre-
sentación discreta de las varillas a través de un elemento finito tipo barra.  
 
La Figura 4.46 y Figura 4.47 muestran la distribución del refuerzo utilizado en la mo-










Figura 4.46. Distribución del refuerzo en la viga modelada. (En mm) 
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Así como en el caso del refuerzo longitudinal inferior, el área de las barras a compre-


















Figura 4.47. Configuración espacial del refuerzo en el modelo por elementos finitos. 
4.5.2. Comportamiento del concreto con fibras 
El comportamiento a tensión del concreto fibro-reforzado es represento a partir de la re-
sistencia del concreto simple a tensión y la resistencia equivalente de la fibra metálica. 
 
Se utiliza el modelo de fisura distribuida y el criterio de Willam & Warnke para repre-
sentar el comportamiento no lineal del concreto simple y el modelo de plasticidad de von 
Mises para las fibras metálicas. A partir de los modelos mencionados para cada material se 
determina el dominio elástico del material compuesto. 
 
Los parámetros usados para definir el comportamiento del material compuesto, corres-
pondiente a los ensayos definidos por Özcan (2009) son presentados a continuación, con 




'        Resistencia a la tensión del concreto simple 
MpaEc 27500   Módulo de elasticidad del concreto con fibras 
Mpas 298.13   Límite elástico equivalente de la fibra a tracción 
MpaEs 200000  Módulo de elasticidad de la fibra metálica 
 
Las fibras cortas con dirección aleatoria y repartidas uniformemente en la matriz de 
concreto, se representan mediante una armadura de refuerzo equivalente distribuida en las 
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tres direcciones locales del elemento finito Solid65. Para este modelo la cuantía de refuerzo 
equivalente correspondiente a ρeq =0.1413, se distribuye suponiendo que la fibra trabaja 
principalmente en la dirección longitudinal de la viga, en este caso en dirección x. Las 
cuantías asignadas en la modelación numérica son: ρx =0.1013, ρy =0.020, ρz =0.020. Los 
cálculos asociados a la descripción de los materiales se encuentran en el Anexo 1, comple-
mento de este trabajo. 
 
La curva a compresión uniaxial del concreto con fibras se construye a partir de la curva 
multilineal a compresión presentada en la sección 2.2.5, cuyos parámetros utilizados son: 
 
Mpaf c 6.20
'       Resistencia última a la compresión del concreto con fibras 
MpaEc 27500   Módulo de elasticidad del concreto con fibras 
 
La Tabla 11 resume los valores de la curva a compresión uniaxial del material com-
puesto utilizados en el modelo numérico.  
 
i εi σ i(MPa) 
1 0.000100 2.75 
2 0.000225 6.18 
3 0.000550 10.31 
4 0.000925 15.45 
5 0.001350 18.92 
6 0.002050 20.60 
7 0.003000 20.60 
Tabla 11: Puntos de la curva a compresión uniaxial del concreto con fibras 
4.5.3. Comportamiento del acero 
La curva esfuerzo-deformación del acero a tracción y compresión, se construye median-
te un modelo multilineal a partir de los resultados experimentales en barras de refuerzo ob-
tenidos por otros autores. 
 
Sin embargo, los puntos de la curva asignados se definen con base en los resultados del 
ensayo sobre barras a tracción desarrollado por Gomez Cassab (2006), ya que describen un 
comportamiento más aproximado a la realidad de la zona correspondiente a la plastificación 
del refuerzo. Es decir, dado que la pendiente de la zona inelástica de la curva esfuerzo-
deformación del acero no es constante, su representación se realiza de manera multilineal a 
diferencia de los modelos descritos en la sección 4.3 en los que la representación del com-
portamiento del acero de refuerzo se realizaba mediante el uso de dos pendientes únicamen-
te: El módulo de elasticidad Es y el módulo tangente E
tan
. 
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Por tanto, la curva de resistencia de las barras de refuerzo implementada en el modelo 







Gráfica 4.16. Curva 
esfuerzo-deformación del 
acero (Gomez Cassab 
2006) 
4.5.4. Aplicación de cargas y análisis no lineal. 
Al igual que los modelos anteriores, la aplicación de cargas en este modelo se realiza 
mediante la asignación de desplazamientos verticales en los puntos de carga de la viga. En 
este caso en particular, los desplazamientos aplicados alcanzaron los 34 mm, carga  equiva-
lente en la que se alcanza la máxima capacidad de la viga (Gráfica 4.17).  
 
Gráfica 4.17. Desplazamientos aplicados en la platina superior en cada paso de carga. 
 
El proceso iterativo desarrollado mediante el método de Newton Raphson, presenta la 
finalización de la solución del problema ante una degradación de la viga por múltiples da-
ños en la matriz de concreto con fibras. 
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4.5.5. Análisis de resultados 
La combinación del comportamiento dúctil del refuerzo longitudinal y las fibras cortas 
requirió la aplicación de intervalos de desplazamiento muchos menores en las zonas en las 
que se presentaba un cambio de pendiente en la curva de respuesta. No obstante, a pesar de 
no haber reflejado la zona de descarga de la viga experimental, los resultados obtenidos 
mediante la modelación numérica se acercan con bastante exactitud al comportamiento real 
de la viga ensayada. 
 
Los resultados de la curva de capacidad (Gráfica 4.18), muestran además de la máxima 
carga obtenida en laboratorio, el desplazamiento en el centro de la luz para la viga modela-
da numéricamente. La carga aplicada a la viga se mide en KN y las deflexiones (medidas 
en mm) se registran amplificando el eje de las abscisas 100 veces más, como lo describe 
Özcan en los resultados experimentales. 
Gráfica 4.18. Curva de capacidad viga con refuerzo longitudinal, transversal y fibras 
cortas. 
 
El comportamiento de la viga a flexión presenta tres zonas claramente definidas en la 
curva de capacidad. Una primera zona caracterizada por una relación lineal entre los es-
fuerzos y deformaciones, en la cual los esfuerzos en los materiales son elásticos. En conse-
cuencia, el comportamiento del concreto con fibras y las barras de refuerzo longitudinal es 
lineal bajo la aplicación de cargas pequeñas. Así mismo, una segunda etapa se inicia por la 
presencia de las primeras fisuras por tracción en el concreto (PUNTO A) que rápidamente 
se propagan hacia la parte superior de la sección transversal, a medida que se incrementa la 
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carga. En consecuencia, la presencia de esfuerzos elásticos bajo el concreto agrietado, co-
mo la transferencia de esfuerzos en las zonas fisuradas del concreto a las fibras, son un re-
sultado del modelo numérico bajo cargas menores a 170.09 KN (PUNTO B). En este punto 
cabe señalar que el inicio de la fluencia del refuerzo inferior se presenta para un nivel de 
carga superior a la carga teórica (118 KN), en el cual el aporte elástico de las fibras en el 
interior del concreto influye en la respuesta estructural de la viga modelada. 
Así mismo, para cargas posteriores a la plastificación del refuerzo inferior, una tercera 
zona incluye el comportamiento no lineal de la viga, el cual es obtenido a partir de: 
 
 El esfuerzo equivalente de las fibras a tensión 
 El comportamiento post-fluencia del refuerzo inferior 
 La resistencia a compresión del concreto y simultáneamente la respuesta del refuer-
zo superior a compresión. 
 
A diferencia de las vigas en concreto simple con refuerzo inferior, cuya respuesta no li-
neal se caracterizaba por aumentar las deflexiones hasta la falla bajo un incremento de car-
ga muy pequeño, en esta ocasión la máxima resistencia de la viga ensayada por Özcan al-
canza niveles de carga, que llegan al orden de 227.1 KN. De igual forma, mediante el mo-
delo por elementos finitos la máxima carga obtenida corresponde a 227.5 KN (PUNTO D), 
obteniendo una buena aproximación con respecto al trabajo experimental. Estos resultados 
son presentados en la Tabla 12. 
 
Tabla 12: Comparación resultados por elementos finitos, cálculos analíticos y ensayo 
experimental. 
 
No obstante, la pendiente negativa de la curva no ha sido posible representarla ni la car-
ga de falla del ensayo experimental (PUNTO E), ya que la modelación de la curva a com-
presión uniaxial para el concreto requiere definir la zona de ablandamiento, pendiente que 
no se permite representar al construir la curva a compresión uniaxial del material mediante 
una relación multilineal. Sin embargo, los resultados obtenidos como se observa en la tabla 
anterior, representan de forma similar la respuesta estructural del modelo de Özcan así  
como la carga máxima de falla. 
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El uso de las fibras de acero en el interior del concreto simple, además de permitir ma-
yores niveles de carga en la viga analizada, también incrementan los esfuerzos de compre-
sión en la parte superior de la sección transversal. 
Este comportamiento se refleja para la viga modelada en la Gráfica 4.19, la cual con-
tiene los esfuerzos axiales en las barras de refuerzo longitudinal para cada incremento de 
carga. 
Gráfica 4.19. Evolución de los esfuerzos en el refuerzo longitudinal durante la aplica-
ción de la carga. 
 
Como se observa en la gráfica anterior, el inicio de fluencia se presenta primero por es-
fuerzos de tensión en las barras inferiores (PUNTO B) y posteriormente en las barras supe-
riores a compresión (PUNTO C). Es importante destacar que el inicio del proceso de plasti-
ficación en las barras longitudinales, es influenciado por la presencia de las fibras metáli-
cas. Así mismo, el esfuerzo de fluencia en las barras a tensión se presenta para un nivel de 
carga superior a la carga teórica de fluencia (Tabla 12). 
 
En el caso del refuerzo superior, la plastificación del acero por compresión es un com-
portamiento que se presenta en el modelo numérico en la medida que se desplaza el eje 
neutro hacia la parte superior de la sección transversal. El inicio del comportamiento plásti-
co de las barras de refuerzo, se ilustra en Gráfica 4.20 (PUNTO B), comparando la viga 
modelada con y sin el aporte de las fibras de acero. 
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Gráfica 4.20.  Viga sometida a cargas en los tercios de la luz. a) Curvas de capacidad. 
b) Evolución de esfuerzos en las barras longitudinales durante el proceso de carga. 
 
144  Simulación numérica de vigas HRFA 
© Pedro Augusto López  – Universidad Nacional de Colombia, 2012 
 
De la Figura 4.48 a Figura 4.50 se describe el estado de deformaciones en dirección x 
durante el proceso de carga incremental, así como la condición deformada de la viga en el 





































Figura 4.48. Estado de deformaciones εxx en la viga con fibras. 
(Pasos de carga 3, 6, 9, 12,15 y 18) 
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Figura 4.49. Evolución estado de deformaciones εxx en la viga con fibras (Pasos de 














Figura 4.50. Deflexión en la viga para el último paso de carga (en mm). 
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De igual manera, la evolución de esfuerzos por tensión y compresión a medida que se 
aumenta la carga en la platina, se presenta a continuación. En este caso, las gráficas ilustra-
das (Figura 4.51 y Figura 4.52) muestran la evolución de los esfuerzos ζxx en la sección 


























Figura 4.51. Viga sometida a flexión pura .Evolución de esfuerzos en x, 
(Pasos de carga 2, 3, 4, 5, 6 y 7) 
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Figura 4.52. Viga sometida a flexión pura. Evolución de esfuerzos en x. 

















Figura 4.53. Viga sometida a flexión pura. Evolución de esfuerzos mínimos. (Pasos de 
carga 2, 5, 8 y 10). 
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Figura 4.54. Viga sometida a flexión pura. Evolución de esfuerzos mínimos 
(Pasos de carga 12, 14. 18, 21, 25  y 30). 
 
Como se puede observar en la Figura 4.48 y Figura 4.49, la viga presenta grandes de-
formaciones unitarias a medida que se incrementa la carga, en este caso llegando a defor-
maciones del orden de 0.0018 y 0.042 a compresión y tensión respectivamente. (PUNTO 
D). 
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Este comportamiento se presenta gracias al aporte dúctil de las fibras cortas y el refuer-
zo longitudinal. El desplazamiento del eje neutro hacia la parte superior de la sección trans-
versal y la variación de su ubicación a medida que se aleja de la zona de máximo momento 
es una tendencia reflejada en la viga analizada. 
 
De igual manera, de la Figura 4.51 a la Figura 4.54 se observa, no solamente el incre-
mento en los esfuerzos por tensión y compresión en la sección de máximo momento sino la 
formación de la biela por compresiones entre la platina de carga y el apoyo elástico. 
 
Además, la plastificación de la sección transversal y el aumento de los esfuerzos por 
compresión en una altura equivalente cada vez menor, evidencian que la falla de la viga 
para el último paso de carga se presenta por el aplastamiento del concreto en la fibra supe-
rior de la sección transversal (PUNTO D). 
 
En los apoyos de carga, se observa que la concentración de esfuerzos por compresión se 
presentó sin que éstos se plastificaran, gracias a que la estructura se apoyó sobre elementos 
elásticos y suficientemente rígidos que no permitieran este fenómeno. 
 
Finalmente, la condición de la viga para el último paso de carga (PUNTO D) se presen-
ta a continuación, en este caso como se observa en la Figura 4.55 con la formación de 
múltiples fisuras, las cuales obedecen a: 
 
- El estado de falla por tensión, en la zona de máximo momento por esfuerzos 
axiales mayores al límite de rotura (Punto 1 de la Figura 4.55) 
- Un estado de falla por tensión diagonal, en la zona de máximo cortante por es-
fuerzos de tensión perpendiculares a la biela de compresiones, y simultáneamen-
te (Punto 2 de la Figura 4.55). 
- Un estado de falla por compresión, en la zona de máximo momento, por esfuer-
zos principales mayores al esfuerzo último del concreto a compresión, en las fi-











Figura 4.55. Estado final de la viga. a) En el ensayo Experimental b) En el modelo por 
elementos finitos (PUNTO D) 
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4.6. Comparación de los resultados obtenidos de las vigas 
modeladas mediante el método de los elementos fini-
tos 
A continuación se presenta la curva de capacidad para cada una de las vigas modeladas, 
con el fin de describir el efecto de cada uno de los materiales en la respuesta estructural del 
elemento. 
Gráfica 4.21. Comparación curvas de capacidad de las vigas modeladas 
 
Como se puede observar en la Gráfica 4.21, el incremento en la capacidad de carga y el 
las deflexiones de la viga, son características observadas gracias al aporte dúctil del acero 
de refuerzo. En el caso de la viga de concreto con fibras, la carga resistente se incremento 
2.4 veces con respecto a la carga pico obtenida en la viga en concreto simple. Este aumento 
en la capacidad obedece principalmente al trabajo desarrollado por las fibras cortas en el 
concreto. 
No obstante, a pesar de observar un aumento en la resistencia del concreto fibro-
reforzado, el uso del refuerzo convencional sigue siendo el método más usado en el diseño 
de estructuras en concreto. Como se observa en la gráfica anterior, en la viga con refuerzo 
convencional se registra un aumento sustancial en la capacidad de carga y en la ductilidad 
del elemento con respecto a la viga reforzada únicamente con fibras. 
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La capacidad de la viga con refuerzo inferior se incremento 4 veces más con respecto a 
la viga en concreto sin refuerzo. El comportamiento de la viga con refuerzo longitudinal 
inferior después de alcanzar la carga de fluencia se caracteriza por aumentar considerable-
mente las deflexiones de la viga sin un incremento significativo en su capacidad de carga. 
La máxima carga aplicada a la viga con refuerzo inferior se visualiza simultáneamente con 
una falla estructural por  aplastamiento en el concreto por esfuerzos de compresión.  
 
En el caso de la viga con refuerzo inferior y superior, su capacidad de carga no se in-
crementó considerablemente después de alcanzar el esfuerzo de fluencia en las barras infe-
riores. Los esfuerzos en las barras superiores no superaron el límite de fluencia del material, 
lo que evidencia que este refuerzo no alcanzó su máxima capacidad a compresión. 
Finalmente, la viga con refuerzo longitudinal y fibras cortas muestra una respuesta es-
tructural ideal, argumentado con base en las siguientes ventajas: 
 
 Aumento en la pendiente elástica con respecto a las vigas sin fibras. 
 Incremento en la capacidad de carga, durante el inicio de la fluencia del refuerzo 
inferior, que en este caso llego a ser 44% mayor que la viga sin fibras con re-
fuerzo inferior. 
 Mayor respuesta en la capacidad de carga de falla con respecto a la viga con re-
fuerzo longitudinal (inferior y superior sin fibras), cuyo límite de 227 KN superó 
la carga de 176KN. En este caso la capacidad de carga se incrementó en un 29%. 
 
Al comparar el deterioro de las vigas con refuerzo convencional en concreto simple con 
aquellas que contienen adicionalmente fibras se observa que la falla por aplastamiento se 
presenta primero y en mayor cantidad en las vigas sin fibras. Así se observa desde la Figu-
ra 4.56 a la Figura 4.58, en las que se presenta la evolución de la fisuración en las vigas en 












Figura 4.56. Evolución de la fisuración en vigas en concreto reforzado (a) sin fibras (b) 
con fibras (ρ = 0.38%) (paso de carga 3) 
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Figura 4.57. Evolución de la fisuración en vigas en concreto reforzado (a) sin fibras b) 
con fibras (ρ = 0.38%) (Pasos de carga  4, 5, 6, 9 y 12) 
(a) (b) 
Modelación numérica en Ansys  153 










































Figura 4.58. Evolución de la fisuración en vigas en concreto reforzado (a) sin fibras. b) 
con fibras (ρ = 0.38%). (Pasos de carga 15, 18, 21, 24, 27 y 30) 
(a) (b) 
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Capítulo 5                                                                                                                                                              
Conclusiones y recomendaciones 
5.1. Conclusiones 
Las principales conclusiones de este trabajo final de maestría son las siguientes: 
 
- En la simulación del comportamiento no lineal del concreto simple mediante el 
modelo de fisura distribuida y el criterio de Willam & Warnke, se encontró que 
el proceso de degradación en el material influye en la respuesta estructural de las 
vigas bajo un régimen de cargas que producen flexión. Una de las limitaciones 
de este modelo numérico consiste en no incluir el proceso de cohesión entre las 
caras de la fisura. 
 
- La respuesta lineal y no lineal de vigas en concreto con refuerzo convencional se 
puede representar mediante un modelo constitutivo basado en el criterio de 
fluencia de von Mises para el acero, con un modelo de fisura distribuida y el cri-
terio de fractura de Willam & Warnke para el concreto. Comparado con las vi-
gas de concreto simple, se obtiene una respuesta estructural donde la carga últi-
ma y la ductilidad son sustancialmente mayores. 
 
- El concreto reforzado con fibras cortas es un material compuesto, conformado 
por un grupo de fibras orientadas de forma aleatoria embebidas en una matriz de 
concreto, cuya respuesta mecánica depende principalmente de la resistencia a la 
tracción de ambos materiales. Mediante la simulación numérica, el comporta-
miento del concreto con fibras de acero se representa a partir de la resistencia 
del concreto a tensión y la resistencia equivalente de la fibra metálica. La capa-
cidad máxima del elemento es alcanzada, garantizando no sólo la compatibilidad 
de deformaciones entre el concreto y el acero embebido, sino también la resis-
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tencia residual de la fibra en la dirección del esfuerzo a tensión, la cual depende 
de la cuantía equivalente asignada. 
 
- En los modelos numéricos de vigas en concreto con fibras de acero, la ubicación 
del eje neutro cambia a medida que se propagan las fisuras. En comparación con 
las vigas en concreto simple la curva de respuesta muestra un aumento en la ca-
pacidad de carga y la ductilidad. 
 
- En los modelos numéricos que además de las fibras incluyen el uso de refuerzo 
convencional, al comparar con las vigas sin fibras, se obtiene una respuesta es-
tructural donde la carga última es sustancialmente mayor. El esfuerzo a compre-
sión en las barras superiores alcanzaron el esfuerzo de fluencia por la presencia 
de las fibras metálicas. 
 
- La respuesta numérica de las vigas analizadas comparada con los resultados ob-
tenidos de la experimentación son bastante aproximados. Sin embargo el no in-
cluir los efectos cohesivos del concreto en la abertura de fisura ni la propagación 
de la fractura por compresión en la zona cercana a la platina de carga, genera al-
gunas diferencias en los resultados numéricos. En consecuencia, representar este 
tipo de fenómenos requeriría enriquecer la cinemática con el uso de modelos 
constitutivos que representen el ablandamiento del material y con elementos fi-
nitos que detallen el mecanismo de fallo del concreto. 
 
- Los resultados obtenidos mediante el método de los elementos finitos permiten 
obtener la respuesta estructural de las vigas modeladas para diferentes condicio-
nes geométricas, reduciendo el número de ensayos. De esta manera, resultados 
como la curva de respuesta para vigas con diferentes cuantías de refuerzo, no so-
lamente permite mostrar el comportamiento dúctil del concreto reforzado, sino 
complementar las memorias de cálculo en los diseños convencionales de vigas 
reforzadas. 
 
- Los modelos numéricos de las vigas en concreto reforzado muestran no sola-
mente el incremento en la capacidad de carga a flexión, sino un comportamiento 
no lineal con mayores niveles de deformación. Así se observó en las vigas en 
concreto con fibras y en aquellas que además de las fibras incluían refuerzo con-
vencional. En ambos casos, la carga máxima es 2.5 y 8.5 veces mayor que la 
carga máxima en vigas en concreto simple. 
 
- Para caracterizar el comportamiento no lineal de las vigas modeladas se requiere 
conocer y definir los modelos constitutivos de los materiales usados, y superar 
los problemas de inestabilidad por movimiento de cuerpo rígido y de concentra-
ción de esfuerzos en la vecindad de los apoyos, entre otros. Los problemas men-
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cionados pueden superarse mediante la representación adecuada de las condicio-
nes de frontera así como un exhaustivo estudio de las herramientas numéricas y 
analíticas disponibles. 
5.2. Recomendaciones 
- En la modelación de vigas mediante el uso simultáneo de elementos lineales y 
volumétricos, se recomienda discretizar las entidades geométricas en tamaños de 
elementos tales que se garantice la compatibilidad de deformaciones entre enti-
dades de orden inferior como son áreas, líneas y puntos. De esta manera se evi-
taría la inestabilidad de cuerpo rígido para aquellas partes de la viga que compo-
nen la estructura, como en el caso de las platinas de carga. 
 
- Cuando se requiera afinar el enmallado para optimizar los resultados como en el 
caso de las vigas entalladas, no es necesario hacerlo en la totalidad de la viga. 
Únicamente basta realizar la discretización mas fina en la zona de la entalla, ya 
que en ésta zona se presenta la concentración de esfuerzos principales por cargas 
de flexión. 
 
- En este trabajo el modelo del concreto fue utilizado bajo estado de esfuerzos no 
confinados. En futuras investigaciones se recomienda simular el comportamien-
to de estructuras que presentan estados de esfuerzos triaxiales, y que validen el 
criterio de fractura de William & Warnke. 
 
- Para investigaciones futuras, cuando se realicen modelos tridimensionales de 
vigas en concreto simple, podría utilizarse un modelo constitutivo del concreto 
que represente el efecto cohesivo de la fisuración en el instante en que se supera 
el límite de rotura. De esta manera, la combinación del proceso de fractura pre-
sentado por el programa comercial puede ser optimizado con los modelos de fi-
sura cohesiva estudiados por otros autores. 
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Anexo1: Resultados analíticos. 
Este primer anexo incluye los cálculos analíticos correspondientes a la carga de primera 
fisura y la carga de fluencia para las vigas modeladas mediante los elementos finitos así 
como los parámetros de resistencia utilizados para representar el comportamiento elasto-
plastico del concreto fibro-reforzado. La primera parte muestra la carga de fisura para la 
viga en concreto simple presentada en la sección 4.2 mediante las expresiones de la resis-
tencia de materiales. La segunda parte contiene la carga de fluencia para la viga en con-
creto reforzada únicamente con refuerzo longitudinal inferior. En la tercera parte se mues-
tra el cálculo de los parámetros de resistencia utilizados en la sección 4.4 (Vigas en con-
creto con fibras) para representar el comportamiento del concreto y las fibras. Finalmente 
la carga de fluencia y las propiedades inerciales para la sección transversal con refuerzo 
inferior y superior se presenta al final de este anexo. Las expresiones utilizadas de la resis-
tencia de materiales son presentadas de la referencia bibliográfica presentada por 
McCormac (McCormac 2005). 
 
1. Carga de agrietamiento viga en concreto simple: 
 
La carga aplicada que produce la primera fisura en el concreto simple es defini-
da para el material con las siguientes propiedades 
Resistencia a la rotura ft= 1.73 MPa 
Módulo de elasticidad del concreto simple Ec= 29500 MPa 
 
Por su parte las características geométricas de la sección transversal son: 
 
Altura de la viga h = 350 mm 
Ancho de la sección rectangular b= 250 mm 
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De la mecánica de materiales (Gere and Timoshenko 1997), el momento de fisuración 















El momento máximo corresponde a M=Pa, en donde la carga P corresponde a la carga 
aplicada en cada platina superior. Al igualar el momento interno Mcr con el momento exter-





Por tanto la carga total aplicada corresponde a P = 29.434 KN 
 





2. Carga de fluencia en la viga en concreto con refuerzo inferior. 
 
La carga de fluencia es definida para la sección transversal con la siguiente configura-
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Bajo la acción de esfuerzos de flexión, la carga de fluencia requiere la ubicación del eje 
neutro y el momento de inercia de la sección transformada fisurada. Las ecuaciones utiliza-
das para calcular la ubicación del eje neutro y el momento de inercia son: 
 















De igual manera al comparar el momento interno con el momento externo aplicado la 




La carga total aplicada corresponde a: Ptotal = 117,70 KN 
 
3. Propiedades del concreto fibro-reforzado utilizadas en la modelación de las vi-
gas en concreto con fibras (Sección 4.4): 
 
Para describir el comportamiento elastoplástico del concreto con fibras, éste se realiza a 
partir de la superposición de las características mecánicas del concreto simple con la resis-
tencia equivalente de la fibra, de tal manera que la curva esfuerzo-deformación de ambos 
materiales representen el comportamiento real del material compuesto. (Ver expresiones en 
la Figura 2.23 y Figura 2.24) 
 
En esta ocasión se presenta los cálculos usados para la modelación de vigas con dosis de 
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Resistencia equivalente de las fibras metálicas 









La expresión anterior define el esfuerzo equivalente en la fibra con la pendiente elástica 
del acero, en este caso de 200 GPa. Por otra parte, la cantidad de fibras en el interior del 
concreto se determina con base en la cantidad de armadura equivalente, que está en función 
de la resistencia residual (βz,f)  y el límite elástico de la fibra (βS). La resistencia residual 
(βz,f)  es obtenida de los ensayos sobre probetas entalladas. En esta ocasión la resistencia 






Esta cantidad de fibras es distribuida en las tres direcciones ortogonales del elemento fi-








De esta manera, la resistencia del concreto fibro-reforzado mediante la superposición 





Con el procedimiento mencionado anteriormente se ha determinado las características 
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En el caso de no contar con ensayos de flexo tracción, las características de las fibras se 




Donde k es una constante que depende de la relación de esbeltez de la fibra (l/d), Vf  es 




Para el modelo presentado en la sección 4.5, en el cual se presenta un concreto fibro-
reforzado con dosis de 30 kg/m
3















En este caso, la formula empírica presentada anteriormente muestra la resistencia resi-
dual en cada dirección. 
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Para obtener la respuesta estructural en esta viga, se ha utilizado una distribución de fi-
bras direccionadas principalmente en x, garantizando que la cantidad de armadura equiva-
lente total sea 0.14123. En este caso la armadura adoptada en cada dirección corresponde a 
ρx = 0.10123, ρy =0.020, ρz=0.020. 
  
4. Carga de fisura y fluencia en la viga en concreto con refuerzo superior e inferior. 
 
La carga aplicada que produce la primera fisura en el concreto simple es defini-
da para el material con las siguientes propiedades 
 
Resistencia a la rotura (ft)= 1.59 MPa 
Módulo de elasticidad del concreto simple (Ec)= 27500 MPa 
 
Por su parte las características geométricas de la sección transversal son: 
 
Altura de la viga (h) = 350 mm 
Ancho de la sección rectangular (b)= 250 mm 
 





De la mecánica de materiales (Gere and Timoshenko 1997), el momento de fisuración 




El momento máximo corresponde a M=Pa, en donde la carga P corresponde a la carga 
aplicada en cada platina superior.  Al igualar el momento interno Mcr con el momento ex-





Por tanto la carga total aplicada corresponde a P = 27,052 KN 
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La carga de fluencia es definida para la sección transversal con la siguiente configura-












Bajo la acción de esfuerzos de flexión, la carga de fluencia requiere la ubicación del eje 
neutro y el momento de inercia de la sección transformada fisurada. Las ecuaciones utiliza-
das en esta ocasión para calcular la ubicación del eje neutro y el momento de inercia son: 
 















De igual manera al comparar el momento interno con el momento externo aplicado la 




Por tanto la carga total aplicada corresponde a P = 117,64 KN 
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Anexo2: Guía para la modelación de 
vigas a través del programa comercial 
Ansys V.12.1. 
La guía de modelación en Ansys V.12.1 incluye los procedimientos necesarios para rea-
lizar la modelación de vigas bajo un régimen de cargas por flexión. En esta ocasión se pre-
sentan tres videos adicionales en los cuales se incluyen los pasos a seguir y la solución a 
inestabilidades que se pueden presentar durante la elaboración de vigas en 3D a través de 
los elementos finitos. Así mismo los videos presentados describen las opciones para grafi-
car la curva de respuesta, el estado de esfuerzos en los puntos de gauss, la deformada de la 
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